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RESUMO

S&o diversas as dificuldades no ensino em regido onde ha dificil acesso a conteldo de qualidade.
Dificuldades estas sdo encontradas em semiarido potiguar, onde 0 acesso a grandes centros ainda é
complicado. Diante disso, este trabalho traz uma atividade para o ensino de séries de e suas
comparagOes através de analises graficas realizadas em aplicativos mobile. A escolha pelo aplicativo
mobile se justifica pelo fato dos alunos possuem aparelhos do tipo smartphone que podem acessar de
forma mdvel de qualquer lugar, visto que o aplicativo ndo necessita de internet. A atividade mostra
que séries de poténcias sdo mais aproximadas que séries trigonometricas e que a aplicagdo gréafica gera
motivacdo e melhor compreensdo. Além disso, pode-se concluir que os aplicativos em aparelhos
portateis sdo fortes aliados ao desenvolvimento cientifico da regido.
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INTRODUCAO

O estudo de algumas funcdes devido ao seu grau elevado de complexibilidade, ou a
necessidade de encontrar valores em um ponto ainda ndo conhecido, é recomendado a partir
de representacfes mais simplificadas das mesmas, realizando, portanto, uma aproximacao da
funcdo desejada por meio de outra funcdo. Uma dessas formas de aproximacéao de funcdes é
partir da utilizacdo de séries matematicas.

Uma série corresponde a realizacdo de uma soma de todos 0s termos de uma sequéncia
que tende ao infinito. Em sintese, quanto mais termos da sequéncia do somatério adicionados,
mais proximo se estard do valor real. Uma série estd presente ndo apenas na ciéncia
matematica, sendo utilizada em inimeras areas de estudo, como Optica, relatividade espacial e
eletromagnetismo (STEWART, 2013).
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Analises de aproximagéo de fungdes tem possibilidade de serem realizadas utilizando
as séries de Fourier e as de Taylor em equacdes diferencidveis. Essas duas séries sdo analogas
no sentido de fornecerem um modo de se expressar fungfes complexas em termos de certas
funcBes elementares familiares. Em contraponto, sdo distintas em algumas caracteristicas, ja
que a série de Taylor carece de funcBes diferenciaveis e a seérie de Fourier exige que as
fungBes sejam diferencidveis por partes, alem de continuas, permitindo a existéncia de
infinitos pontos de descontinuidade na reta (BOYCE E DIPRIMA, 2017).

Portanto, este trabalho propde uma analise grafica de funcdo e de suas aproximacgoes
por meio das séries de Fourier e Taylor objetivando uma melhor compreencdo a ensinar e

aprender.
METODOLOGIA

O percurso metodol6gico deste trabalho consiste de uma revisdao bibliografica a
respeito do contetdo de séries de Taylor e Fourier. Nesta revisdo, sdo adquiridos
conhecimentos prévios sobre as séries e suas aplicacOes. Nesta fase, também percebe-se uma
dificultdade para ensinar e aprender. Entdo, sugere-se a analise grafica. Para escolha do objeto
educacional para plotar os graficos, levou-se em consideracédo a disponibilidade dos alunos e a
estrutura oferecida. Entdo, optou-se por um software livre que podesse ler acessado pelo
aparelhos do tipo smartphone.

O aplicativo escolhido foi o GeoGebra Mobile que é oferecido por Internetional
GeoGebra Institute, lancado desde 06 de dezembro de 2015 na Play Store. A figura 1 mostra

a tela inicial ao se abrir o aplicativo.

Figura 1 - Tela inicial do GeoGebra.
= o

+
Fonte: Autor (2019).
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A figura mostra a tela inicial, onde pode-se notar, o local de acesso as configuragoes, a
representacdo do plano cartesiano para o esbo¢o da funcédo digitada e a barra onde mostra as

entradas, ferramentas e tabela de valores.
DESENVOLVIMENTO

Uma série de poténcia € uma classe especifica das séries infinitas do seguinte formato:

Taocn(x —x0)" = co +cy(x —xp) + o (x — x9)* + -+ 1)

onde cada termo é multiplicado pelas constantes c,, ¢4, ¢4, -*+ , denominadas de coeficientes da

série de poténcia, e x, ¢ denominado de seu centro. Dessa forma, uma série de poténcias com

0 seu centro equivalente a zero torna-se um polindbmio em x. (MUNEM E FOULIS, 2011.
v.2).

De forma que comeca-se com uma funcdo f e tenta-se encontrar uma serie de poténcia
que convirja para esta, realizando portanto uma expansao de f como uma série de poténcias.
Cujo dominio sera o intervalo de convergéncia da série.

Além de definir uma fungédo, uma série de poténcia pode representar uma funcéo f(x)
desde que esta seja analitica em um ponto x,. Fun¢des analiticas podem ser representadas pela
série de Taylor , que sdo assim denominadas em homenagem a Brook Taylor (1685-1731) que
foi a primeira pessoa a fazer uso de termos espeficicos em sequencias infinitas para expandir
funcdes e resolver equacdes diferenciais (THOMAS et al. ,2012).

Certas funcdes que possuem como caracteristicas serem infinitamente derivaveis sao
capazes de gerar series de poténcia de Taylor. Podendo a partir disso produzir aproximacdes
polinomiais da funcdo inicial. Para que isso aconteca, basta que a fungdo obedeca o teorema
de Taylor, que estabelece segundo Thomas et al. (2012): Se f e suas primeiras derivadas f’,
. f", .., f™ forem continuas no intervalo fechado entre x, e x, e f™for derivavel no

intervalo aberto entre x, e x, entdo existe um nimero c entre x, e x , tal que:

) Il(x )
FO) = Fxa) + o) e = 20) + 12 (= ) 4 -
# L2606 yyn 1 Ry (x) @
de forma que:
(n+1) c
Ra(x) = T2 (x — )™ )
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Portanto, a fungéo f(x) pode ser aproximada pelo somatorio do polindmio de Taylor
de ordem n formado B,(x) e a funcdo R, (x) que corresponde ao resto de ordem n, ou termo
de erro que como pode ser visto acima equivale a (n + 1)-ésima derivada de f(n + 1) num
ponto ¢ dependente de x, e X e existente entre esse intervalo.

A série de Taylor é uma classe restrita das séries de poténcia que permite estudar o
comportamento de fungdes em torno de um ponto especifico. Partindo de uma fungéo
infinitamente derivavel aplicada a série padrdo de poténcias foi possivel encontrar o n-ésimo
cociente da série por meio da substituicio da n-ésima derivada f™ definida no ponto
especifico x, obtendo por fim a série de Taylor que pode ser vista na equacdo (2)
(STEWART, 2013).

F) = Bi% LG (x  yoym @)

Portanto, quando uma fungdo f consegue ser representada por meio de uma serie de
poténcia em torno do ponto x,, entdo f € igual & soma de sua série de Taylor. E sendo f a
soma de todos os termos de uma série, quando definido um ndmero finito para n , serd obtido
o0 polinbmio de Taylor de grau n e a fungdo convergird em torno do limite dessa soma parcial
da série. (STEWART,2013).

O nome séries de Fourier € em homenagem a Joseph Fourier, o primeiro a fazer uso
sistematico dessas séries em seus artigos de 1807 e 1811 sobre a conducédo de calor, em que
sua preocupacao era resolver a equacdo do calor representando suas solu¢des como fungdes
ndo necessariamente continuas, por soma de séries trigonométricas, onde seus resultados
inspiraram um fluxo de pesquisa importante que continua até hoje. (BOYCE E DIPRIMA,
2017). Com estes trabalhos, Fourier estabeleceu que uma funcdo arbitraria pode ser expressa

por uma série dada na equacao (5):

f(x) = %ao + Yo [am cos (%) + b, sen (%)] (5)

Assim como a série de Taylor, a série de Fourier € uma ferramenta matematica para
representacdo de funcbes complexas por meio de termos mais usuais Por meio dessa série é
possivel resolver muitos problemas que envolvam equag6es diferenciais parciais, desde que
possa expressar uma funcdo integravel de periodo 2L dada como uma seérie periddica,
ortogonal e infinita de senos e cossenos, sendo portanto 2L = 2 (FIGUEIREDO, 2014). E a
partir dessas caracteristicas que € possivel construir expressdes para os coeficientes da série

de Fourier, ay, a,, € by,.
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Para encontrar o coeficiente a, basta realizar a integracdo da equacédo (5) em funcdo
de x com o intervalo de integracéo estabelecido de —L até L (STEWART,2013).

Com a resolucdo das integrais termos se anulam, exceto o equivalente a primeira
integral da direita , que isolando a,, tem-se a equacdo que corresponde ao coeficiente

desejado.
1 L
ag = 17, f(x)dx (6)
Quando trata-se do coeficiente a,,, parte-se do suposto que a equacdo (5) é verdadeira
e entdo esta € multiplicada por COS"LL’C com um valor fixo positivo de n e logo em seguida

integra-se em relacdo ao termo x num intervalo definido de —L até L (STEWART,2013).
Solucionando as integrais formadas é possivel identificar que apenas uma das integrais
ndo se anula, e esta difere-se de zero somente quando o valor numérico de m = n, em que se
obtem que uma parte da integral equivale a L, permitindo escrever a equacao (5) para valores
de m acima de zero, que com facil manipulacédo algébricas, compde o coeficiente e a formula

definida para o coeficiente a,,,expresso na equacao (7).

am =7 [1, f(x)cos ™= dx ()

L
Tendo em conta b,,, realiza-se uma multiplicacdo com a equagéo (5) , assim como

T nmx
ocorreu para o encontro de a,,, entretendo que o termo multiplicado trata-se de sen%, mas

considera-se 0 mesmo intervalo de integracdo assim com as caracteristica de n positivo.
Resolvendo as integrais, é perceptivel que o primeiro termo apés a igualdade por se tratar de
uma funcdo tipica senoidal se anulard ap6s substituicdo do intervalo de integracdo, assim
como acontece com o segundo termo ap6s a igualdade, sobrando, portanto, apenas o ultimo
termo apo6s a igualdade que possuird o valor equivalente mostrado na equacéo (8), que que

define o coeficiente b,,,.
1 (L mmnx
b =7 f_Lf(x)senT dx (8)
Portanto no conjunto de pontos em que a Série converge, ou Seja, e a sequéncias das
somas parciais consegue convergir, € definindo entdo uma funcgéo f onde os valores expressos
de x correspondem a soma da série para aquele valor de x definido. Podendo dizer entdo que

a série construida é série de Fourier da funcéo f.

RESULTADOS E DISCUSSAO
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Dentro das fungdes, foi obtido como uma das escolhas a fungdo f(x) =

1
G Paraa

realizacdo da aplicacdo da aproximagao por séries.

Esta pode ser aplicada na série de Taylor por ser continua num certo intervalo e
infinitamente derivavel, assim como na série de Fourier que, apesar de ser em funcédo de senos
e cossenos pode ser aplicada quando néo incluindo no intervalo de integragédo dos coeficientes
a indeterminacdo da funcdo existente em x =4, ou seja , restringindo-se a apenas um

intervalo da funcéo.

Para a fungdo f(x) = serd encontrada a série de Taylor considerando a n-

(x—4)?
éssima derivada da funcdo em torno de um ponto especifico x, = 0. Onde obtera o seguinte

polinbmio de Taylor.

1 1 2 6 24
—=—+ x + x% 4+ ——x3+ - (9)
(x—4)2 16  43x1 44x2x1 45x3%x2x1

Para a série de Fourier desta funcéo foi encontrada os coeficientes para esta série num

intervalo de integracdo de —m a m. De forma que:

1 1
ap = - f_”n ey dx (10)
1 1
am == f_”n o cos% dx (11)
1 s 1 mmnx
by = — -, G SN dx (12)

Utilizando os indices m = 5 para 0 somatorio de Fourier e n = 5 para 0 somatério de

Taylor, construiu-se as equacdes (13) e (14)
1
fr(x) = — m — 0,15474159 cos(x) + 0,08745666 cos(2x) —

0,0556899 cos(3x) + 0,03825771 cos(4x) — 0,02773168 cos(5x) + (13)
0,12305172sen(x) — 0,11029227sen(2x) + 0,09358928sen(3x) —
0,07979611sen(4x) + 0,06895769sen(5x)

1 1 3 1 5 3
fre=t+ox+—x*+—x3+—x*+—x° (14)
16 ' 327 ' 256 256 4096 8192

A atuacdo das fungdes formadas ao longo de x para este valor do indice final dos

somatadrios podem ser visualizadas na Figura 2.
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Figura 1: Representago grafica da fungao e suas séries para 5 termos.

Fonte: Autor (2019).

A linha preta representa a funcdo, a linha laranja a série de Taylor e a linha azul, a
série de Fourier. Pelo grafico, percebe-se que a série de Taylor produz uma melhor

aproximacao.
CONSIDERACOES FINAIS

Com a realizacdo da representacdo da funcdo f(x) por meio da séries de poténcias de
Taylor centradas em x, = 0, e a série trigonométrica de Fourier, foi notério ver as funcbes
formadas fr e fr se assemelhavam a f(x), realizando uma aproximacéo entre as funcoes
como era esperado. Entretanto, como a funcdo analisada ndo era dita periddica e para a
formacdo da série de Fourier foi determinado um intervalo de periodicidade de —mw a m este
é o intervalo no qual a funcdo formada por esta série realiza a aproximacéo da funcdo f(x)
por meio de ondas. Portanto, é admissivel dizer que a série de Taylor para a funcdo f(x) é
mais aconselhavel para realizacdo de aproximacgfes do que a série de Fourier para esta mesma
funcéo.

Auxiliado ao requisito de precisdo na aproximacédo alia-se o fato da construcdo da
série de Taylor ser de mais facil construcéo, ja que derivadas necessitam de menos dedicacdo
de tempo do que resolucdo de integrais por partes para encontrar os valores numéricos dos
coeficientes da série de Fourier.
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A andlise grafica possibilitou a conclusdo de que a série de Taylor aproxima mais
rapido que a série de Fourier. Além disso, aprender e ensinar com graficos torna os contetdos
mais compreensivos.
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