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RESUMO

A ndo utilizagdo das provas e demonstragdes matematicas na sala de aula pode estar
relacionada a forma como o professor a apresenta aos seus alunos, de forma pronta e
acabada, pedindo para eles reproduzirem tal como mostraram, sem saber que tipo de
dificuldades esses alunos terdo ao realizar essa tarefa. O presente trabalho apresenta
um recorte da tese da autora que teve como objetivo estabelecer uma relagdo entre
0s niveis do pensamento geométrico discutidos por van Hiele e os tipos de provas
propostos por Balacheff, a partir das argumentagdes e justificacdes produzidas por
onze licenciandos em Matematica, que se encontravam entre 0 6° e 0 10° periodo do
curso. Sua pesquisa foi caracterizada como quali-quantitativa, com aspectos de um
estudo de caso, utilizando os seguintes procedimentos de coleta de dados: questio-
nario, atividades com provas matematicas, notas de campo, observagao participante,
videogravagdes e entrevistas semiestruturadas, realizadas apds a aplicagdo das
atividades. Com o intuito de verificar as articulagdes possiveis entre 0s niveis de pen-
samento geométrico e os tipos de prova, foram utilizados os principais referenciais
tedricos: Balacheff, van Hiele, Jaime e Gutiérrez e Gutiérrez e Jaime. Balacheff, a partir
de seus primeiros trabalhos de investigagdo, conseguiu distinguir quatro tipos princi-
pais de provas: empirismo ingénuo, experiéncia crucial, exemplo genérico e experiéncia
mental. J& o modelo do casal van Hiele propde que os alunos progridam de acordo
com uma sequéncia de cinco niveis de compreensao de conceitos, enquanto aprendem
Geometria. Os estudos e discussoes teoricas desses pesquisadores, bem como 0s
resultados encontrados com o auxilio dos procedimentos citados acima, contribuiram
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para confirmar a existéncia de articulagdes entre os niveis de pensamento geométrico
e 0s tipos de provas. Para tanto, somente com o pensamento geométrico desenvolvido,
¢ possivel que os alunos construam e elaborem diferentes tipos de prova, podendo
também chegar a elaborar demonstracdes.

Palavras-chave: Niveis do pensamento geométrico, Provas e demonstragdes matema-
ticas, Educagdo Matematica, Geometria, Licenciatura em Matematica.
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INTRODUCAO

D onte, Pereira e Henriques (2012) afirmam que o grande objetivo do ensino da
Matematica é o de desenvolver a capacidade de raciocinio dos alunos, con-

tudo esse raciocinio ndo sera desenvolvido caso o professor utilize a simples
memorizagao de conceitos, representagdes e procedimentos rotineiros, uma vez
que acarretara a percepcao de que a Matematica € apenas um conjunto de regras
mais ou menos desconexas, 0 que nao é verdade, visto que ela é uma disciplina
l6gica e coerente. Para que 0s alunos desenvolvam essa capacidade € preciso tra-
balhar com tarefas que tanto requerem raciocinio como o estimulem.

Esses pesquisadores consideram que ser capaz de raciocinar € essencial
tanto para usar eficazmente a Matematica em diversas situagdes, como para a sua
propria compreensdo. Ao raciocinio matematico podemos associar diversas for-
mas de pensamento, tais como prever resultados, questionar solugdes, procurar
padrdes, recorrer a representagdes alternativas, analisar e sintetizar. Relacionado
a essas discussdes, os Parametros Curriculares Nacionais — PCN (Brasil, 1998)
esperam que o curriculo de Matematica contemple atividades que desenvolvam
experiéncias em que os alunos sejam capazes de argumentar, justificar, conjecturar
e provar determinados conteudos, ou seja, atividades que proporcionem o desenvol-
vimento e a comunicagao efetiva de argumentos matematicamente validos.

Balacheff (2000) acredita que os alunos ndo devem ser obrigados a demons-
trar, eles devem, a partir de seus argumentos, serem motivados a pensar, refutar
e levantar conjecturas, fazendo com que tome para si a responsabilidade de sua
aprendizagem e para que a demonstracao faga sentido para ele. Para isso, é neces-
sdrio descobrir e levar em consideracao a racionalidade' que eles tém inicialmente,
saber como funciona e como pode evoluir, uma vez que é a partir dessa racionali-
dade que os alunos conseguirdo dar sentido a demonstragéo.

A partir das dificuldades encontradas por seus alunos do curso secundario
na Holanda, Dina van Hiele Geldof e Pierre Marrie van Hiele perceberam a relagao
existente entre a compreensao e o nivel de maturidade geométrica do aluno. Assim,
a ideia principal do modelo de van Hiele é que os alunos progridam de acordo

1 Balacheff (2002, n.p.) entende racionalidade como “o sistema de critérios ou regras mobilizadas
quando é necessario fazer escolhas, tomar decisdes ou executar julgamentos” (tradug&o nossa).
Para o pesquisador, a racionalidade nos permite raciocinar e decidir e é entdo a base de qualquer
processo de prova.
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com uma sequéncia de niveis de compreensao de conceitos enquanto aprendem
Geometria. Kaleff et al. (1994) afirmam que, para 0 modelo de van Hiele, o cres-
cimento cronoldgico ndo produz automaticamente um crescimento nos niveis de
pensamento e que decididamente poucos atingem o ultimo nivel.

Alguns pesquisadores afirmam que existe uma estreita ligagao entre provas e
demonstragdes e o modelo de van Hiele. De Villiers (2010) afirma que a ocorréncia
do desenvolvimento da capacidade de provar, dentro desse modelo, surge a par-
tir do nivel 3, porém em varias de suas pesquisas empiricas, ele observou que as
funcdes de prova, tais como explicagao, descoberta e verificagdo, podem ser signi-
ficativas para alunos nos niveis inferiores ao nivel 3 de van Hiele, contando que os
argumentos sejam de natureza intuitiva ou visual. Isto quer dizer que, 0s alunos que
estdo nos niveis 1 ou 2 de van Hiele ndo duvidam da validade de suas observagoes
empiricas e por isso a demonstragao nao faz sentido para eles.

Battista e Clements (1995) apresentam Van Dormolen (1977), o qual argu-
menta que no nivel 1 (visual), casos Unicos sdo justificados e as conclusdes s&o
restritas ao exemplo especifico para o qual a justificagdo é dada. No nivel 2 (des-
critivo/analitica), as justificativas e as conclusdes podem ser feitas para casos
especificos, mas referem-se a colegdes de objetos semelhantes. Somente apds o
nivel 3 é que os alunos podem justificar as declarages formando argumentos que
estejam em conformidade com as normas aceitas, ou seja, apds o nivel 3, 0s estu-
dantes sdo capazes de construir provas formais. Corroborando assim a ideia de De
Villiers (2010) apresentada acima.

A vista de toda essa discusséo, neste artigo, a autora apresenta um recorte
de sua tese que teve como objetivo estabelecer articulagdes entre 0s niveis de pen-
samento geomeétrico discutidos por van Hiele e os tipos de prova propostos por
Balacheff. A tese, orientada pelo Professor Doutor Marcelo Camara dos Santos, diz
respeito a um estudo tedrico-pratico sobre as articulagdes existentes entre os niveis
de pensamento geométrico de van Hiele e os tipos de prova de Balacheff. Para
isso, buscamos, inicialmente, fazer uma pesquisa bibliografica, a fim de levantar-
mos 0s Materiais necessarios para estabelecermos essas articulagées, utilizando
como principais referenciais teéricos: Balacheff (2000), van Hiele (1957), Jaime e
Gutiérrez (1994) e Gutiérrez e Jaime (1998).

Posteriormente, a fim de verificarmos a coeréncia dessas articulagoes,
fizemos um estudo com 11 licenciandos em Matematica, que Se encontravam
entre 0 6° e 0 10° periodo do curso. Para isso, a pesquisa foi caracterizada como
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quali-quantitativa, exploratdria, com aspectos de um estudo de caso, utilizando os
seguintes procedimentos de coleta de dados: questionario, atividades com provas
matematicas, notas de campo, observagao participante, videogravagoes e entre-
vistas semiestruturadas, realizadas ap6s a aplicagdo das atividades (Gil, 2002).
Neste artigo, focaremos apenas na parte tedrica da tese, apresentando nos pro-
ximos topicos um resumo dos tipos de provas propostos por Balacheff, os niveis
do pensamento geométrico propostos por van Hiele, a metodologia utilizada, 0s
resultados e discussoes (enfatizando as relagdes existentes entre as duas teorias)
e as consideracgoes finais.

TIPOS DE PROVAS PROPOSTOS POR BALACHEFF

A ndo utilizagdo das provas e demonstragdes matematicas na sala de aula
pode estar relacionada a forma como o professor a apresenta aos seus alunos, de
forma pronta e acabada, pedindo para eles reproduzirem tal como mostraram, sem
saber que tipo de dificuldades esses alunos terdo ao realizar essa tarefa (Balacheff,
2000). Para o autor, antes de apresentar a demonstragdo aos alunos, é preciso ter
em mente a racionalidade deles e quais sdo 0s meios possiveis para eles fazerem
matematica.

Para isso, Balacheff (2000) considera importante a distingdo entre as palavras
prova e demonstragdo. Grinkraut (2009) afirma que prova e demonstragdo ndo séo
palavras sinbnimas, uma vez que a pesquisadora considera a prova em um sentido
mais amplo, podendo ser entendida como um discurso para estabelecer a validade
de uma afirmacgdo, ndo necessariamente aceita pelos matematicos. Isto quer dizer
que a pesquisadora considera as justificativas utilizadas pelos alunos dentro do seu
contexto escolar, em termos do raciocinio envolvido, mesmo sabendo que, muitas
vezes, eles ndo consegquiriam atingir a formalidade necessaria. Ja a demonstragao
¢ considerada um tipo de prova aceita pela comunidade dos matematicos, baseada
em um conjunto de axiomas e de outras propriedades ja demonstradas, devendo
ser obtida por meio de um processo hipotético-dedutivo. Desse modo, podemos
inferir que uma demonstracdo pode ser um tipo particular de prova, mas nem toda
prova € uma demonstragao.

Balacheff (2000) evidencia a importancia do trabalho com as provas e
demonstracdes matematicas na Educacao Basica pois, em seu estudo, ele se inte-
ressou em saber qual a natureza das provas, se € possivel elucidar uma hierarquia
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da génese da demonstracado e quais sdo 0s meios de provocar sua evolugcdo. Com
isso, ele buscou analisar a natureza e a hierarquia das provas, conseguindo identifi-
car dois tipos basicos de provas: as pragmaticas e as intelectuais. As primeiras sao
aquelas em que os sujeitos recorrem a testes de validade, busca de regularidades,
exemplos ou desenhos para justificar determinado resultado. Ja as segundas, séo
aquelas em que o discurso a ser utilizado € unicamente tedrico, ndo necessitando
tomar observacdes experimentais como argumentos para validar uma conjectura.

A partir de seus primeiros trabalhos de investigacao, Balacheff (2000) conse-
guiu distinguir quatro tipos principais de provas pragmaticas e intelectuais que terdo
um lugar privilegiado na génese cognitiva da demonstragdo: o empirismo ingénuo,
a experiéncia crucial, o exemplo genérico e a experiéncia mental. O autor considera
uma hierarquia hipotética desses niveis de prova, evidenciada pela ordem acima
apresentada. A posicédo de cada tipo de prova dentro dessa hierarquia € determi-
nada pelo seu nivel de exigéncia de generalidade e por seu nivel de conceituagao
dos conhecimentos que exige.

De acordo com Balacheff (2000), o empirismo ingénuo consiste em assegu-
rar a validade de um enunciado depois de té-lo verificado em alguns casos. Esse
modo de validagdo é rudimentar e insuficiente, como também € uma das primei-
ras formas do processo de validacdo. Na experiéncia crucial, o aluno busca validar
uma proposigao apos a verificagdo para um caso especial, geralmente nao familiar,
como também realiza experiéncias e comega a tomar consciéncia de que busca por
um resultado geral.

Para Balacheff (2000), no exemplo genérico, o aluno busca uma generalizagdo
ainda baseada em exemplos, mas procurando justifica-la com a teoria relacionada a
esta proposigao. Ou seja, 0 aluno justifica a partir de um exemplo, o0 que ele poderia
ter feito teoricamente, utilizando incognitas ou variaveis. Na experiéncia mental, o
aluno afirma a validade de uma proposigao de forma genérica e nao faz mais refe-
réncia ao caso particular, uma vez que a afirmacéo é elaborada para uma classe
de objetos e a validagdo é sustentada pela teoria. Para o pesquisador, quando se
recorre a experiéncia mental significa a marca verdadeira da transi¢ao das provas
pragmaticas as provas intelectuais, na medida em que as provas passam de acgdes
efetivas a agdes interiorizadas (no sentido de Piaget) postas em pratica.

Além disso, é importante enfatizar que Balacheff (2000) argumenta que,
na transicdo da experiéncia mental para a demonstragao, devem ser reconheci-
dos diferentes tipos de provas intelectuais que diferem tanto em seus niveis de
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descontextualizacdo, atemporalidade e despersonalizacdo?, como em seu nivel de
formalismo. O pesquisador afirma que ainda falta fazer uma andlise dessas provas
e sua tipologia. Do ponto de vista da demonstragéo, entendida como estrutura do
discurso, o nivel de formalizacdo dos conhecimentos que coloca em pratica é um
ponto crucial. Assim, ainda € preciso mais estudos para verificar o que acontece
durante esse processo de construgdo das provas e demonstragdes e se realmente
ha outros tipos de provas entre a experiéncia mental e a demonstragdo. Portanto,
pode-se inferir que a experiéncia mental ainda nédo seria considerada uma demons-
tragdo, mas ja € o primeiro tipo de prova dentro da categoria intelectual, no qual o
aluno utiliza apenas o discurso tedrico para validar uma afirmagéo.

NIiVEIS DO PENSAMENTO GEOMETRICO DE VAN HIELE

0 casal van Hiele, ao identificar as dificuldades encontradas por seus alu-
nos do curso secundario na Holanda, elaborou um modelo estabelecendo a relagao
entre a compreensdo e o nivel de maturidade geométrica do aluno. Nesse sentido,
a proposta elaborada pelo casal pode ser utilizada tanto para orientar na formacgéao
quanto para avaliar as habilidades do aluno.

Aideia principal do modelo de van Hiele é que os alunos progridam de acordo
com uma sequéncia de niveis de compreensao de conceitos, enquanto aprendem
Geometria. Uma das principais caracteristicas desse modelo € a distingcdo entre os
cinco niveis de pensamento com relacdo ao desenvolvimento da compreensao dos
alunos em Geometria. Em resumo, esses niveis sao atingidos em sequéncia e, por
meio de uma instrugdo adequada, 0 aluno vivencia cinco fases ao progredir de um
nivel para outro superior.

No primeiro nivel, visualizagdo ou reconhecimento, os alunos reconhecem
as figuras por sua aparéncia global, mas ndo conseguem identificar explicitamente
suas propriedades. Ou seja, 0s alunos, nesse nivel, podem aprender o vocabulario

2 Odesenvolvimento da linguagem, como uma ferramenta para o calculo légico e ndo apenas um meio
de comunicagéao, requer em particular: “uma descontextualizagado ou rentncia ao objeto atual como
um meio eficaz de executar as ag0es, para acessar a categoria de objetos, independentemente das
circunstancias associadas ou aneddticas de sua aparéncia; uma despersonalizagao, separando a
acao de quem foi seu ator e da qual ela deve ser independente; uma atemporalidade, liberando as
operag0es a partir da data em que foram realizadas e sua duragdo anedética. Esse processo marca
a transigdo do universo de ages para o de relacionamentos e operagdes” (Balacheff, 2000, p. 23).
[tradugéo nossa]

EDUCACAO MATEMATICA - VOL. 02
ISBN: 978-85-61702-77-9

160



educacao

»r;’} nacionad de.
oV b

geomeétrico, identificam figuras geomeétricas, reproduzem uma figura dada, asso-
ciam o nome a figura, reconhecem nos elementos do meio ambiente representagoes
de figuras geométricas, porém eles ndo conseguem reconhecer as figuras por suas
propriedades e ndo enxergam as caracteristicas de uma figura em outra da mesma
classe (Van Hiele, 1957; De Villiers, 2010; Nasser, 1992; Kaleff et al., 1994; Dall'Alba,
2015).

No segundo nivel, andlise, o aluno conhece e analisa as propriedades das
figuras geométricas, mas nao relaciona explicitamente as diversas figuras ou pro-
priedades entre si. Isto quer dizer que ele comeca a discernir caracteristicas das
figuras geométricas, estabelecendo propriedades que séo, entdo, utilizadas para
conceituarem classes e formas, porém ele ainda ndo explicita inter-relagdes entre
figuras e propriedades (Van Hiele, 1957; De Villiers, 2010; Nasser, 1992; Kaleff et al.,
1994; Dall'Alba, 2015).

No terceiro nivel, dedugdo informal ou ordenagao, os alunos relacionam as
figuras entre si de acordo com suas propriedades, mas ndo dominam 0 processo
dedutivo. Dessa forma, eles conseguem formar definigbes abstratas, estabele-
cendo inter-relagcdes das propriedades nas figuras e entre figuras. Esses alunos
podem distinguir entre a necessidade e a suficiéncia de um conjunto de proprie-
dades no estabelecimento de um conceito geométrico como também conseguem
acompanhar e formular argumentos e provas informais, porém nao compreendem
0 significado de uma dedugdo como um tudo nem tém condigdes de elaborar argu-
mentos e provas formais (Van Hiele, 1957; De Villiers, 2010; Nasser, 1992; Kaleff et
al., 1994; Dall'Alba, 2015).

No quarto nivel, dedugdo formal, o aluno compreende o processo dedutivo,
a reciproca de um teorema e ja esta ciente de que uma figura é apenas um caso e
que para provar uma afirmacgao € necessario fazer uma sequéncia de implicagoes
com base em propriedades ja provadas. Além disso, nesse nivel, 0 aluno pode cons-
truir provas e ndo somente memoriza-las, como também percebe a possibilidade de
desenvolver uma prova de mais de uma maneira. Por fim, no quinto e Ultimo nivel,
rigor, 0 aluno compreende a importancia do rigor nas demonstragdes e € capaz de
analisar outras geometrias, tais como a Geometria Ndo-Euclidiana. Além disso, ele
consegue utilizar sistemas dedutivos abstratos, como também é capaz de fazer
ligagbes entre os conceitos e desenvolver, as vezes, novos postulados (Van Hiele,
1957, De Villiers, 2010; Nasser, 1992; Kaleff et al., 1994; Dall'Alba, 2015).
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Portanto, a partir das leituras dos niveis de desenvolvimento do pensamento
geomeétrico, conseguimos perceber que é essencial que os professores saibam
combinar a aprendizagem com o nivel de pensamento do aluno, tomando conscién-
cia de adaptar as atividades para cada nivel, de modo a auxiliar no desenvolvimento
de um para outro. Para que haja esse desenvolvimento do pensamento geomeétrico,
€ necessdrio que as atividades no ensino da Geometria ndo sejam reduzidas a
memorizagoes e aplicacdes de férmulas e regras, pois, conforme recomenda-se,
nao podera ocorrer a diminuigdo da linguagem e dos exercicios de determinado
contetdo dentro desses niveis de pensamento.

METODOLOGIA

A parte tedrica da tese da autora diz respeito a uma pesquisa de natureza
qualitativa, uma vez que tem como foco entender e interpretar dados e discursos,
mesmo quando envolve um grupo de participantes (D’Ambrésio, 2004). Além disso,
reconhecemos que ela faz parte dessa categoria, pois, de acordo com Garnica (2004),
sabemos da transitoriedade de seus resultados; a impossibilidade de uma hipdtese
a priori, cujo objetivo da pesquisa sera comprovar ou refutar; a ndo neutralidade
do pesquisar que, no processo interpretativo, se vale de suas perspectivas e filtros
vivenciais prévios dos quais nao consegue se desvincilhar; entre outros aspectos.

Acreditamos também que nossa pesquisa é exploratoria, pois, de acordo com
Gil (2002), essas pesquisas tém como objetivo proporcionar uma maior familiaridade
com o problema, com vistas a torna-lo mais explicito ou a construir hipdteses. Nesse
tipo de pesquisa, 0 objetivo principal € o aprimoramento de ideias ou a descoberta
de intuigdo. Assim, nosso obijetivo foi, a partir das discussdes trazidas por Balacheff
(2000), van Hiele (1957), Jaime e Gutiérrez (1994) e Gutiérrez e Jaime (1998), entre
outros, estabelecer uma relagdo entre os niveis de pensamento geométrico e 0s
tipos de prova. Para essa parte tedrica, a pesquisa teve como foco a bibliogréfica,
desenvolvida com base em materiais ja elaborados, constituido principalmente de
livros e artigos cientificos (Gil, 2002), a partir dos referenciais citados acima.

RESULTADOS E DISCUSSAO

Pietropaolo (2005) afirma que o modelo de van Hiele possui estreita ligagéo
com a habhilidade de justificar em Matematica. Nasser e Tinoco (2003) argumentam
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que nos dois primeiros niveis, 0s alunos nao duvidam da validade de suas observa-
¢Oes empiricas e, por isso, ndo percebem que a demonstracao é necessaria. Senk
(1989) acrescenta que a demonstragéo deve ser desenvolvida apenas em salas de
aula cujos alunos estejam pelo menos no nivel 3, uma vez que antes disso eles ndo
conseguirdo acompanhar o professor e poderdo nao perceber a importancia dela
na Matematica.

Battista e Clements (1995) apresentam uma relagdo entre os niveis de pensa-
mento geométrico de van Hiele e o processo de justificativa e prova, abordada por
Van Dormolen (1977). Esse pesquisador considera que no nivel 1 de van Hiele, os
casos Unicos sdo justificados e as conclusdes sao restritas ao exemplo especifico
para o qual a justificacdo € dada. No nivel 2, as justificativas e as conclusdes podem
ser feitas para casos especificos, mas referem-se a colegdes de objetos semelhan-
tes. Somente apds o nivel 3 é que os alunos podem justificar as declaragdes com
base em argumentos que estejam em conformidade com as normas aceitas, ou
seja, apos o nivel 3, 0s alunos ja sdo capazes de construir provas formais.

De Villiers (1987) também discute um pouco sobre os niveis de van Hiele e
o raciocinio dedutivo. Para o pesquisador, o raciocinio dedutivo ocorre apenas no
nivel 3, pois é quando a rede de relagdes/implicagbes ldgicas entre propriedades
é estabelecida, enquanto o significado de dedutivo formal e demonstracédo s é
entendido no nivel seguinte (o quarto). Os alunos que estdo nos niveis 1 e 2 em rela-
¢do a um topico especifico ndo irdo entender instrugdes direcionadas as atividades
e significados dos niveis mais altos. Como eles ndo possuem essa rede de implica-
¢Oes légicas, acabam experimentando uma determinada prova como uma tentativa
de verificagdo do resultado. No entanto, como ele ndo duvida da validade de suas
observagdes empiricas, entdo experimenta tal prova como sem sentido, pois esta
provando o que ja lhe é 6bvio.

Todos os pesquisadores apresentados anteriormente discutem a mesma
questdo, indicando que as provas formais s6 devem ser trabalhadas a partir do
nivel 3. Encontramos nos artigos dos pesquisadores espanhois Gutiérrez e Jaime
aportes que norteiam a nossa articulagdo entre os niveis de pensamento geome-
trico de van Hiele e os tipos de prova de Balacheff, pois eles trabalham com quatro
processos-chave dentro dos quatro primeiros niveis de van Hiele, em que um deles
diz respeito a prova de propriedades ou declaragdes, com o intuito de convencer
alguém a veracidade de uma declaragdo, nos permitindo com isso estabelecer uma
articulagdo mais especifica entre esses niveis e 0s tipos de prova de Balacheff.
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Jaime e Gutiérrez (1990) descrevem a relagéo existente entre os niveis de van
Hiele e a linguagem, pois para eles as diferentes habilidades de raciocinio associa-
das aos quatro primeiros niveis nao refletem apenas na maneira de como 0s alunos
resolvem os problemas propostos, mas também no modo como eles expressam as
suas ideias e no significado dado a um determinado vocabulario. Os pesquisadores
neste artigo trabalham apenas com o0s quatro primeiros niveis de van Hiele, pois
seu trabalho foi desenvolvido com alunos do Ensino Fundamental e Médio. Jaime
(1993) também discute sobre essa relacdo, argumentando que cada nivel tem sua
linguagem propria, significando ndo apenas as palavras ou construgdes gramaticais
utilizadas, mas também o significado dado a elas.

Dentro desta perspectiva, Jaime e Gutiérrez (1990) afirmam que a palavra
demonstragdo tem diferentes significados para as pessoas que raciocinam em dife-
rentes niveis. No nivel 1 de van Hiele, a palavra demonstragdo nao tem significado
matematico, o que geralmente é traduzido no raciocinio mais disparatado. Para um
aluno de nivel 2, demonstrar consiste simplesmente em verificar que a afirmagéao
é verdadeira em alguns casos, mesmo em apenas um, fazendo as medidas apro-
priadas com alguma ferramenta, sendo entdo suficiente para aceitar a verdade da
afirmacao. No nivel 3, essa palavra ja tem um significado proximo ao dado pelos
matematicos: as demonstragdes sdo formadas pelo raciocinio légico, embora seus
argumentos ainda sejam informais, baseados na observagao de exemplos concre-
tos. Por fim, no nivel 4, a palavra demonstracao ja tem o significado usual entre 0s
matematicos, conseguindo construir provas formais que levem em consideragao a
teoria subjacente as afirmacdes. Ou seja, provavelmente um aluno do nivel 4 fard a
mesma demonstragédo do nivel 3, seguindo 0s mesmos passos, mas agora ele justi-
ficard as igualdades baseadas em outras propriedades matematicas ja conhecidas.

Ainda sobre esse trabalho de descricédo dos niveis de pensamento geométrico
de van Hiele, Jaime e Gutiérrez (1994) descrevem quatro principais processos-
-chave dentro dos quatro primeiros niveis de van Hiele, ndo considerando o nivel
5, pois sua pesquisa foi realizada com alunos do Ensino Fundamental e Médio. Os
pesquisadores descrevem esses processos-chave da seguinte maneira: identifica-
¢do da familia a que um objeto geométrico pertence; definicdo de um conceito,
entendido como a utilizagdo de determinadas situagoes e a formulagdo de uma
classe de objetos geométricos; classificagdo de objetos geométricos em diferen-
tes familias; e prova de propriedades ou declaragdes, com o intuito de convencer
alguém da veracidade de uma declaragdo. Esses processos-chave identificados
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pelos pesquisadores contribuem ainda mais para uma classificagdo adequada do
nivel de pensamento geométrico do aluno.

De acordo com Jaime e Gutiérrez (1994), no nivel 1 a identificagdo das figuras
é feita a partir de suas caracteristicas fisicas globais, tais como aspecto, tamanho
dos elementos, posicao etc. Como esses alunos levam em consideragdo somente
0s atributos a objetos fisicos de maneira global ou a propriedades ndo-matemati-
cas, entdo eles ndo sdo capazes de ler uma definicdo matematica, pois para eles o
conceito ja é a propria definigdo. Para classificar, os alunos utilizam o mesmo tipo
de propriedade das figuras que nos processos anteriores, pois ndo sao capazes de
aceitar quaisquer relagdes entre duas familias diferentes nem, muitas vezes, entre
dois elementos da mesma familia com aspecto fisico bastante diferente. Nesse
nivel ndo ha indicios de prova.

No nivel 2, segundo Jaime e Gutiérrez (1994), os alunos ja conseguem identi-
ficar as figuras geométricas com base em suas propriedades matematicas. Embora
ja prestem atencéo as propriedades matematicas, esses alunos podem ter proble-
mas com algumas particulas l6gicas ao ler ou declarar definigdes. Por isso, algumas
vezes eles podem omitir uma propriedade necessaria, que estéo utilizando impli-
citamente e outras vezes acabam fornecendo uma lista com mais propriedades
do que as necessarias. A classificagdo nesse nivel é exclusiva, ou seja, 0s alunos
nao relacionam as familias com base nos atributos fornecidos nas definigoes e
quando recebem uma nova definicdo de determinando conceito, diferente da que ja
conheciam, eles ndo admitem a nova definicdo, pois estavam habituados a utilizar
definicdes exclusivas e receberam as inclusivas. Os alunos desse nivel provam a
veracidade de determinada propriedade por meio de um ou alguns exemplos.

Jaime e Gutiérrez (1994) afirmam que no nivel 3 os alunos ja séo capazes de
interpretar e declarar definigdes, estando conscientes de que um conjunto neces-
sario e suficiente de propriedades é importante e que adicionar mais propriedades
a definicdo ndo resultarda em uma melhor, ou seja, ao fornecer uma defini¢éo, os
alunos tentam néo ser redundantes. Eles ja fazem classificagdes inclusivas com
base nas propriedades declaradas nas definigdes dadas dos conceitos e sdo capa-
zes de mudar de ideia quando novas definigdes sdo dadas, mesmo quando ha uma
mudanca de exclusiva para inclusiva, ou vice-versa. Nesse nivel, os alunos podem
verificar a propriedade a partir de alguns exemplos, mas eles também procuram por
alguma explicagdo informal baseada em propriedades matematicas, ou os exem-
plos sdo bem selecionados.
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Por fim, Jaime e Gutiérrez (1994) afirmam que no nivel 4 os alunos ja tém um
melhor entendimento das definicoes e na capacidade de provar a equivaléncia de
diferentes definigdes do mesmo conceito. Aqui eles ja sdo capazes de fazer provas
matematicas formais e as figuras especificas séo utilizadas apenas algumas vezes
para ajudar a escolher as propriedades adequadas para prova, mas eles ja estao
cientes de que uma figura € apenas um caso e que para provar uma afirmagao
é necessario fazer uma sequéncia de implicagdes com base em propriedades ja
provadas.

Concordamos com as declaragdes feitas por Jaime e Gutiérrez (1994) e
percebemos a conexdo existente com as discussdes trazidas anteriormente por
Battista e Clements (1995), Pietropaolo (2005), Nasser e Tinoco (2003), Senk (1989)
e Jaime e Gutiérrez (1990), confirmando que as provas formais s6 poderéo ser tra-
balhadas e ensinadas a partir do nivel 3 de van Hiele, embora nesse nivel ainda seja
feita informalmente, mas eles conseguem acompanhar o desenvolvimento delas
pelo professor. A partir do nivel 2, de acordo com Jaime e Gutiérrez (1990), o aluno
comeca a desenvolver seu raciocinio matematico, uma vez que ele busca provar
a veracidade de afirmagdes por meio de um ou mais exemplos. E esse raciocinio
continua a ser desenvolvido nos niveis posteriores, a partir do momento em que 0s
alunos comegam a estabelecer relagdes entre figuras e classes de familias, a com-
preender as propriedades inclusivas de figuras geométricas e a perceber que busca
por algo geral e ndo mais por meio de exemplos.

Percebemos o0 qudo todas essas pesquisas apresentadas acima possuem
inter-relagdes, de modo que todas elas evidenciam a necessidade de se trabalhar
com os alunos as argumentagdes, justificagdes, provas e demonstragoes, depen-
dendo do grau de maturidade e de conhecimentos geométricos deles, ou seja,
sabendo em que nivel de pensamento eles se encontram, é possivel trabalhar com
as provas e demonstragdes, adaptando as atividades para cada nivel e utilizando a
linguagem e o material didatico adequados, com o intuito de desenvolver o racioci-
nio geométrico da melhor forma possivel.

Além disso, toda essa discussao nos fez perceber a conexao existente entre
0s niveis de pensamento geométrico de van Hiele e o processo de justificagdo e
prova na Matematica. Pesquisadores como Battista e Clements (1995), Nasser e
Tinoco (2003), Senk (1985, 1989), De Villiers (1987), Jaime e Gutiérrez (1990, 1994),
Gutiérrez e Jaime (1998), Usiskin (1982), Vargas e Araya (2013), Diaz, Gutiérrez e
Jaime (2016), entre outros, perceberam essa relagéo, apresentando de forma geral
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uma ligacao existente entre os niveis de van Hiele, a linguagem adotada e o entendi-
mento da palavra demonstragao dentro de cada nivel. Ou seja, esses pesquisadores
concluiram que no nivel 1, os alunos ainda ndo sédo capazes de realizar provas. No
nivel 2, eles comecam a provar a validade de determinada afirmagdo de maneira
empirica, por meio de um ou mais exemplos. No nivel 3, os alunos utilizam alguns
exemplos, mas ja procuram por alguma explicagdo informal baseada em proprie-
dades ou os exemplos sdo bem selecionados. No nivel 4, eles ja séo capazes de
realizar provas formais. E, no nivel 5, o aluno € treinado para analisar o grau de rigor
de varios sistemas dedutivos e compara-los entre si, pois ja capturam a Geometria
de forma estritamente abstrata.

A partir dessas colocacgdes, em nossa pesquisa buscamos estabelecer uma
articulagdo mais especifica entre 0s niveis de pensamento geomeétrico e 0 processo
de justificar em Matematica, ou seja, diferencia-se no sentido de que exploramos
uma articulacao entre os niveis de pensamento geométrico de van Hiele e os tipos
de prova propostos por Balacheff.

Considerando as descrigoes dos niveis de van Hiele feitas por Jaime e
Gutiérrez (1990, 1994) e Gutiérrez e Jaime (1998), utilizando os processos-chave
(reconhecimento/identificagdo, definicdo, classificacdo e prova) para facilitar a
identificagdo desses niveis, conseguimos enxergar uma articulagdo bastante espe-
cifica entre esses niveis e 0s tipos de prova propostos por Balacheff (2000).

No nivel 1 (visualizagdo) de van Hiele, o aluno ndo entende o conceito de
prova e de demonstragdo, por isso nesse nivel 0s alunos ndo produzem nenhum
tipo de construgdo empirica ou dedutiva, pois eles s6 reconhecem as figuras por
sua aparéncia global, identificando apenas o aspecto, 0 tamanho dos elementos, a
posicdo etc. Também ndo sdo capazes de ler uma definicdo matematica, pois para
eles o conceito € a propria definigdo. E por isso ndo sao capazes de aceitar qualquer
relacdo entre duas familias diferentes, nem entre dois elementos da mesma familia
com aspecto fisico bastante diferente (Lima, 2020).

No nivel 2 (andlise) de van Hiele, 0 aluno ja busca uma verificagdo experi-
mental da verdade de uma propriedade, utilizando um ou alguns exemplos. Entéo,
dependendo do grau de aquisicdo dessas habilidades pelos alunos, a verificagéo
pode ser feita por meio de um ou mais exemplos especificos, ou de um exemplo
especial ou por meio de um conjunto de exemplos mais elaborado. Com isso, con-
seguimos relacionar dois tipos especificos de provas (dentro das pragmaticas) de
Balacheff (2000) que podem ser produzidos por alunos que estejam nesse nivel, a

EDUCACAO MATEMATICA - VOL. 02
ISBN: 978-85-61702-77-9

167



nacional de

‘C weds educacio

saber: empirismo ingénuo, consistindo em assegurar a validade de um enunciado
depois de té-lo verificado em alguns casos particulares; e experiéncia mental, bus-
cando verificar para um caso especial, geralmente ndo familiar, como também
realizando experiéncias e comecando a tomar consciéncia de que busca por um
resultado geral. Os alunos nesse nivel j& conseguem escrever provas empiricas,
pois ja reconhecem as figuras geométricas com base em suas propriedades, mas
ainda ndo entendem a estrutura légica das definicdes e por isso s6 sdo capazes de
fornecer provas por meio de exemplos e casos particulares (Lima, 2020).

No nivel 3 (dedugdo informal) de van Hiele, os alunos podem verificar a
propriedade a ser provada em alguns exemplos, mas eles também procuram por
alguma explicacdo informal baseada em propriedades matematicas ou os exem-
plos sdo bem selecionados. Além disso, sabemos que nesse nivel 0 aluno ainda nao
compreende as provas formais em sua totalidade e por isso ele ndo consegue orga-
nizar uma sequéncia de raciocinio l6gico que justifique suas observagdes. Comisso,
conseguimos relacionar um unico tipo especifico de prova proposto por Balacheff
(2000) que pode ser produzido por alunos que estejam nesse nivel, a saber: exemplo
genérico, que se encontra na transigdo entre as provas pragmaticas e as intelec-
tuais, pois 0 aluno busca uma generalizagdo ainda baseada em exemplos, porém
procurando justifica-la com a teoria relacionada a esta proposicao, ou seja, 0 aluno
justifica a partir de um exemplo, 0 que ele poderia ter feito teoricamente, utilizando
incognitas ou varidveis. Os alunos nesse nivel constroem provas ainda baseadas
na experimentacdo, porque ndo sentem a necessidade de utilizar o raciocinio 16gi-
co-formal, como também ndo entendem o sistema axiomatico da Matematica. Por
conta disso, eles acabam produzindo provas informais, ainda baseadas em exem-
plos, contudo procuram relaciond-la com a teoria (Lima, 2020).

No nivel 4 (dedugédo formal) de van Hiele, os alunos ja sdo capazes de fazer
provas matematicas formais e as figuras especificas sdo utilizadas apenas algumas
vezes para ajudar a escolher um caso e que para provar uma afirmacao é necessario
fazer implicacdes com base em definigdes, axiomas e teoremas ja demonstrados.
Com isso, conseguimos relacionar um dnico tipo especifico de prova (dentro das
intelectuais) proposto por Balacheff (2000) que pode ser produzido por alunos que
estejam nesse nivel, a saber: experiéncia mental, buscando verificar a validade de
uma proposigao de forma genérica e ndao fazem mais referéncia a casos particu-
lares, pois a validagcdo € sustentada pela teoria. Sendo isso possivel, porque 0s
alunos ja tém um melhor entendimento das definicoes e na capacidade de provar a
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equivaléncia de diferentes definicdes do mesmo conceito, uma vez que jd entendem
e executam o raciocinio légico-formal e as provas formais tém significado para eles
e sentem sua necessidade como um dos meios de verificar a validade de uma afir-
macao de forma genérica. Ou seja, nesse nivel, eles ja podem entender a estrutura
axiomatica da Matemdtica, mas ainda ndo sentem a necessidade do rigor (Lima,
2020).

Resumidamente, apresentamos o quadro abaixo (Quadro 1) com o intuito de
simplificar as articulacdes estabelecidas acima entre os niveis de pensamento geo-
métrico de van Hiele, discutidos por Jaime e Gutiérrez (1990, 1994) e Gutiérrez e
Jaime (1998), e os tipos de prova propostos por Balacheff (2000).

Quadro 1 - Articulacdes entre os niveis de pensamento geométrico de van Hiele e os tipos de prova
de Balacheff, com as respectivas justificativas

Os alunos fazem apenas atribuigdes fisicas globais das figuras geo-
meétricas, atribuindo um significado apenas visual, pois ainda ndo sdo

Nivel 1 capazes de usar determinadas definigées matematicas e de reconhecer
N&o hd construgdo de provas. |as figuras por suas propriedades. Consequentemente, eles ndo enten-
dem o conceito de prova e de demonstragdo e por isso nesse nivel ndo
produzem nenhum tipo de construgdo empirica ou formal.

Os alunos ja reconhecem que as figuras geométricas sdo dotadas de
propriedades matemdticas, mas ainda ndo relacionam as familias de
figuras com base nos atributos fornecidos nas definigdes. Com isso,
eles buscam uma verificagdo experimental da verdade da propriedade,
utilizando um ou alguns exemplos. Dependendo do grau de aquisi¢ao
dessas habilidades pelos alunos, a verificagdo pode ser feita por meio

Nivel 2
Construgdo de provas
pragmaticas do tipo empi-
rismo ingénuo ou experiéncia

crucial. : . !
de um ou mais exemplos especificos, ou de um exemplo especial ou por
meio de um conjunto de exemplos mais elaborado.
Os alunos ja relacionam as figuras entre si de acordo com suas proprie-
Nivel 3 dades, mas ainda ndo dominam o processo dedutivo. Eles comegam a

desenvolver a capacidade de raciocinio formal (matemético), mas ainda
é apoiada pela manipulagdo. Esses alunos ja podem deduzir e provar
informalmente as afirmag@es. Por conta disso, eles verificam a proprie-
dade a ser provada em um ou alguns exemplos, mas também procuram
por alguma explicagéo informal baseada em propriedades matematicas,
ou 0s exemplos sdo bem selecionados.

Construgao de provas que
estdo na transigdo entre as
pragmaticas e as intelectuais
do tipo exemplo genérico.
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Os alunos ja compreendem o processo dedutivo, a reciproca de um teo-
rema, mas ainda ndo sentem necessidade de usar o rigor matematico.
Nivel 4 Construgdo de provas | Eles ja podem entender e realizar provas dedutivas formais e entendem
intelectuais do tipo experién- | a sua necessidade como um dos meios de verificar a verdade de uma
cia mental. afirmacdo de forma genérica. Por conta disso, eles utilizam as figuras
apenas para ajudar a escolher as propriedades adequadas para a cons-
trugdo de sua prova formal.

Fonte: Lima (2020, p. 363-364)

A palavra demonstragdo ¢ entendida por Balacheff (2000) como uma série
de enunciados que se organizam seguindo um conjunto bem definido de regras,
caracterizando assim a demonstragdo como um género de discurso estritamente
codificado. Com isso, acreditamos que Balacheff (2000) ndo entende a experiéncia
mental como a demonstragdo em si, pois para ele existem outros tipos de provas
intelectuais na transicao da experiéncia mental para a demonstragéo, diferindo em
seus niveis de descontextualizagdo, atemporalidade e despersonalizagdo, como
também em seu nivel de formalismo (Lima, 2020).

Por conta dessa discusséo trazida por Balacheff (2000), acreditamos que
o nivel 5 (rigor) de van Hiele estd além do tipo de prova experiéncia mental, pois
nesse nivel 0s alunos ja compreendem a importancia do rigor nas demonstragdes
e sdo capazes de analisar outras Geometrias, trabalhando com sistemas deduti-
vos abstratos e com a Geometria ndo-Euclidiana, conseguindo assim fazer ligagoes
entre 0s conceitos e desenvolvendo, as vezes, novos postulados. Devido ao seu
alto grau de abstragéo, os alunos ja sdo treinados para analisar o grau de rigor de
varios sistemas dedutivos e compara-los entre si, podendo apreciar a consisténcia,
a independéncia e a integridade dos axiomas dos fundamentos da Geometria. Além
disso, os alunos desse nivel ja tém a capacidade de compreender a importancia da
precisdo ao lidar com os fundamentos e as relagdes entre as estruturas matemati-
cas (Lima, 2020).

Portanto, compreendendo o nivel 5 com esse significado e conceito, e
sendo ainda pouco discutido por pesquisadores, tais como Usiskin (1982), Jaime e
Gutiérrez (1990, 1994), Jaime (1993), Gutiérrez e Jaime (1998), Oliveira (2012), entre
outros e pelo préprio van Hiele (1957), como também compreendendo a discusséo
trazida por Balacheff (2000) acerca do conceito de demonstragéo, inferimos que
esse nivel 5 (rigor) de van Hiele esta associado com as demonstragdes, que consis-
tem em uma teoria matematica, fundamentando-se em um corpo de conhecimento
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fortemente institucionalizado sobre um conjunto de definigdes, de teoremas e de
regras de deducao, cuja validade é aceita matematica e socialmente tendo como
um dos fundamentos o rigor matematico (Lima, 2020).

CONSIDERACOES FINAIS

A partir das discussoes feitas, conseguimos perceber a ligagao existente
entre os niveis do pensamento geométrico de van Hiele e o processo de provas
e demonstracgdes, que comega a ser iniciado pelo nivel 2, com provas utilizando
exemplos e verificagdes empiricas e se desenvolve até chegar na construgdo de
provas intelectuais (nivel 4). Lembrando sempre que esse desenvolvimento deve ser
feito quando o professor conhece e sabe das caracteristicas do modelo de van Hiele
e reconhece que quando aluno e professor falam diferentes “idiomas”, ndo existe a
possibilidade de ocorrer a aprendizagem (Jaime, 1993). Portanto, o professor deve
trabalhar com o material adequado e a linguagem adequada, de modo a atingir a
maioria de seus alunos.

Os estudos e discussoes tedricas de Balacheff (2000), van Hiele (1957), Jaime
e Gutiérrez (1994) e Gutiérrez e Jaime (1998), bem como os resultados encontrados
da parte prética da tese (estudo realizado com 11 licenciandos em Matemética),
utilizando os seguintes procedimentos de coleta de dados: questionario, atividades
com provas matematicas, notas de campo, observagao participante, videograva-
¢des e entrevistas semiestruturadas, realizadas apos a aplicacdo das atividades,
contribuiram para confirmar a existéncia das articulagdes entre os niveis de pen-
samento geométrico de van Hiele e os tipos de provas propostos por Balacheff
discutidas acima.

Resumidamente, percebe-se que 0s alunos que se encontram no nivel 1 de
van Hiele ndo entendem o conceito de prova ou de demonstragdo e por isso eles
ndo produzem nenhum tipo de construgdo empirica ou dedutiva. Os alunos que se
encontram no nivel 2 podem produzir dois tipos de prova de Balacheff, tais como:
0 empirismo ingénuo e a experiéncia crucial, que se encontra na categoria das pro-
vas pragmaticas, utilizando-se de exemplos e casos particulares. Os alunos que se
encontram no nivel 3 de van Hiele podem produzir um tipo de prova de Balacheff,
como o exemplo genérico, uma vez que 0 aluno busca uma generalizagao ainda
baseada em exemplos, estando na transicdo das provas pragmaticas para as provas
intelectuais. Os alunos que se encontram no nivel 4 de van Hiele podem produzir um
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tipo de prova de Balacheff, como a experiéncia mental, que se encontra na categoria
das provas intelectuais, pois o0s alunos afirmam a validade de uma proposigao de
forma genérica e ndo fazem mais referéncia a casos particulares. Por fim, 0s alunos
que se encontram no nivel 5 de van Hiele ja conseguem demonstrar os resultados
matematicos, uma vez que a demonstragao se fundamenta sobre um conjunto de
definicdes, de teoremas e de regras de deducao, cuja validade € aceita matematica
e socialmente, tendo como um dos fundamentos o rigor matematico.

Portanto, conclui-se que somente com 0 pensamento geométrico desen-
volvido, € possivel que os alunos construam e elaborem diferentes tipos de prova,
podendo também chegar a elaborar demonstracdes. Conforme recomendagéao de
Nasser e Tinoco (2003), é preciso auxiliar os alunos a desenvolverem o raciocinio
l6gico-dedutivo e a habilidade de argumentar. E para isso € preciso utilizar as provas
e demonstragdes de modo a propicia-los o fazer matematica, envolvendo experi-
mentagoes, conjecturas, refutacdes, argumentagoes e justificagoes.
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