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RESUMO

Diante da lacuna existente no tema Provas e Demonstragdes Matematicas na Educa¢do Basica,
evidenciadas pela literatura, esta pesquisa vem analisar as justificativas de dezenove alunos de
uma escola publica da rede estadual da Paraiba da cidade de Areia, divididos em oito duplas e
um trio via aplica¢do de uma proposta didatica a uma turma do 1° ano do ensino médio com o
objetivo de classificar os grupos participantes segundo os niveis de desenvolvimento do
pensamento geométrico de Van Hiele e de qual tipo de prova segundo Balacheef mais foram
usadas pelos alunos para responder as atividades propostas. Com isso pretendemos incentivar
novas pesquisas sobre o tema abordado e ao mesmo tempo contribuir para que essa tematica
possa ser inserida nas aulas de matematica da educacdo basica. Concluiu-se que a utilizagdo dos
niveis de Van Hiele para caracterizacdo do nivel de aprendizado dos conceitos geométricos dos
grupos ajudou a identificar que uma dupla conseguiu atingir o nivel trés de Van Hiele e que a
justificativa mais utilizada por esse grupo foi o Exemplo Genérico de Balacheff. Essas duas
teorias foram uteis para diagnosticar em que estagio do aprendizado dos conceitos geométricos
os alunos encontravam-se para dai poder planejar estratégias metodologicas e didaticas para
que os alunos que ndo alcancaram aprendizado minimo sobre o assunto possam atingi-lo
mediante atividades que os auxilie a avangar nos niveis de Van Hiele e por consequéncia
aprender os conceitos geométricos propostos.
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INTRODUCAO

Este artigo ¢ fruto de uma pesquisa do grupo Provas e Demonstragdes
Matematicas, polo UEPB, do projeto da CAPES o OBEDUC em rede com as
instituigdes Universidade Federal do Mato Grosso do Sul (UFMS), Universidade
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Estadual da Paraiba (UEPB) e Universidade Federal de Alagoas (UFAL) que tem como
objetivo inserir o tema Provas e Demonstracdes no cotidiano das aulas de matematica
no Ensino Bésico com o intuito de promover o desenvolvimento do pensamento
matematico dos alunos.

Esta tematica sobre a utilizacdo de Provas e Demonstragdes foi escolhida por
percebemos diante da revisdo da literatura que ha uma lacuna sobre este tema nas aulas
de matematica na educagao basica como mencionam (ALMOULOUD 2007, NASSER e
TINOCO 2003).

A formacao inicial ou continuada do professor de matematica deve abordar o
conhecimento da demonstrac¢do tanto na matematica como ciéncia quanto no ensino € na
aprendizagem da matematica em sala de aula na educagdo basica, contribuindo assim
para o desenvolvimento do pensamento matematico do aluno DIAS (2009).

Pesquisas apontam que o assunto tratado acima ¢ pouco abordado sobre o tema
da demonstracdo em Matemadtica, fazendo com que o futuro professor nao esteja
preparado a desempenhar em sala de aula atividades que promovam o pensamento
matematico dos seus alunos (GRAVINA 2001; PIETROPAOLO 2005).

Com o intuito de tornar nosso aluno um cidadao critico como menciona os PCN
(BRASIL, 1998) vemos no tema provas e demonstragdes um caminho que possa levar
os alunos a justificar suas posicoes, resultados, ideias, pontos de vista e levantar
hipoteses; situagdes essas que podem tornar acessiveis o desenvolvimento do
pensamento matematico do aluno e sua independéncia intelectual em nossa sociedade.

Assim com o objetivo de analisar em que estagio do desenvolvimento do
pensamento geométrico matematico os alunos desta pesquisa se encontram utilizou-se a
Teoria de Van Hiele. Teoria essa que teve origem nas respectivas teses de doutoramento
de Dina Van Hiele-Geldof e de seu marido, Pierre Van Hiele, na Universidade de
Utrecht, Holanda, em 1957. A principal caracteristica da teoria ¢ a distingdo de cinco
diferentes niveis de pensamento com relagdo ao desenvolvimento da compreensao dos
alunos acerca da geometria (VILLIERS, 2010):

Nivel 1: reconhecimento
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Os alunos reconhecem as figuras visualmente por sua aparéncia global. Reconhecem
triangulos, quadrados, paralelogramos, entre outros, por sua forma, mas nao identificam
as propriedades de tais figuras explicitamente.

Nivel 2: andlise

Os alunos comegam a analisar as propriedades das figuras e aprendem a terminologia
técnica adequada para descrevé-las, mas ndo correlacionam figuras ou propriedades das
mesmas.

Nivel 3: Dedugdo Informal

Os alunos realizam a ordenacdo logica das propriedades de figuras por meio de curtas
sequéncias de deducdo e compreendem as correlacdes entre as figuras (por exemplo,
inclusoes de classe).

Nivel 4: deducdo

Os alunos comegam a desenvolver sequéncias mais longas de enunciados e a entender a
significancia da dedugao, o papel dos axiomas, teoremas e provas.

Nivel 5: rigor

Neste estdgio, o aluno ¢ capaz de trabalhar em véarios sistemas axiomaticos, isto ¢,
podem-se estudar geometrias ndo euclidianas e comparar sistemas diferentes. A
geometria € vista no plano abstrato.

Agora ao saber da existéncia dessa teoria nossa tarefa ¢ desenvolver atividades
que possibilitem que os alunos dissertem sobre suas respostas diante de questdes que
abordem temas sobre o assunto de geometria para que diante de suas justificativas
possamos classifica-los em um dos niveis da teoria de Van Hiele com a intengdo de
sabermos qual o nivel de conhecimento adquiro sobre o assunto, para que estratégias
possam ser elaboradas para leva-lo a um nivel posterior e por seguinte melhorar sua
aprendizagem e o ensino sobre conceitos geométricos (NASSER e SANT’ANNA
2010).

Outro aspecto importante ¢ como analisar as justificativas dadas pelos alunos
diante das atividades propostas, pois, € comum encontrar nas respostas dos alunos a
preferéncia por provas ingénuas, informais, com destaque para aquelas que recorrem a
exemplos, aplicagdo de técnicas operacionais, formulas e procedimentos utilizados sem

o devido entendimento conceitual (AGUILAR e NASSER 2012).
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Diante disso, Balacheff (1988), traz-nos alguns tipos de provas que ajudam na
analise das justificativas dadas pelos alunos:

Empirismo ingénuo: Consiste em afirmar a verdade de uma proposi¢do apods a
verificagdo de alguns casos. E considerado o primeiro passo no processo de
generalizagao.

Experimento Crucial: Consiste em afirmar a verdade de uma proposicao apds a
verificagdo para um caso especial, geralmente nao familiar.

Exemplo Genérico: Consiste em afirmar a verdade de uma proposicdo apds a
manipulacdo de alguns exemplos de modo a deixa-los com uma caracteristica que
representa uma classe de objetos.

Experimento de pensamento: Consiste em afirmar a verdade de uma proposi¢do de
forma genérica, porém baseada no estudo de alguns casos especificos.

Apesar de pesquisas como a de Pietropaolo (2005, p.49) que consideram provas
e demonstragdes palavras sindnimas, preferiu-se adotar para nossa pesquisa a diferenca
entre as palavras citadas anteriormente como consta em Balacheff (1982):

Explicacdo: consiste de uma argumentacdo em que o interlocutor deseja exprimir a
outrem a validade de um resultado matematico.

Prova: quando a explicacdo apresentada ¢ reconhecida pela comunidade.
Demonstragdo: ¢ uma sequéncia de enunciados previamente conhecidos e aceitos pela
comunidade como verdadeiros. Nesta sequéncia de enunciados, hd um encadeamento
logico, segundo uma regra dedutiva. Estes enunciados sdo os axiomas, os teoremas,
propriedades e proposi¢des previamente “demonstradas”.

Por fim, este artigo tém a intengao de mostrar que € possivel identificar em que
estagio se encontra o aluno em seu conhecimento em relagdo aos conceitos geométricos
e diante dos resultados criar estratégias metodologicas e didaticas para a melhoria do
ensino e aprendizagem da geometria utilizando provas e demonstracoes matematicas em

sala de aula.

METODOLOGIA
Nesta pesquisa utilizou-se Moreira e Caleffe (2008), Bogdan e Biklen (1994) e

Moroz e Gianfaldoni (2006) como fundamentacao tedrica para realizagdo da coleta com
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métodos qualitativos, isto €, elaborou-se uma proposta didatica composta por treze
questdes divididas em trés partes onde a primeira parte € composta por oito questdes
abordando o teorema de Pitagoras, na segunda parte por trés questdes abordando o
teorema da soma dos angulos internos de um tridngulo qualquer e na terceira parte
composta por duas questdes envolvendo o teorema do angulo externo de um tridngulo
qualquer. Essa proposta didatica foi aplicada a uma turma do primeiro ano do ensino
médio da Educagdao Basica com dezenove alunos divididos em oito duplas e um trio
com o objetivo de analisar o pensamento matematico dissertado pelos grupos de alunos.
Para analise neste artigo escolheu-se uma questdo da segunda parte e uma questdo da

terceira parte da proposta didatica:

uepb

Universidade
ESTADUAL DA PARAIBA

UNIVERSIDADE ESTADUAL DA PARAIBA
PROJETO CAPES OBEDUC UFMS/UEPB/UFAL
EQUIPE PROVAS E DEMONSTRACOES MATEMATICAS

PROPOSTA DIDATICA
DESAFIANDO NOSSO PENSAMENTO MATEMATICO

Dupla: Série:

Data: / /

PARTE 11

(3) (nossa autoria) Seja um tridngulo ABC qualquer com idngulos internos a, b e c. A figura abaixo
ilustra uma construcio geométrica que auxilia na demonstracdo da propriedade de que “em todo
tridngulo a soma dos dngulos internos é 180°”:

/i_\Em

a) Como sdo chamados os elementos geométricos representados por u, B, a e AC?

b) Vocés conseguem identificar alguma propriedade na figura. Qual (is)?

¢) Coloquem em ordem, de 1 a 5, as frases abaixo a fim de obter a demonstragdo do teorema da soma
dos dangulos internos de um triangulo.

( )p+b+q=180°

() Sejaum triangulo ABC qualquer e nomeamos seus angulos internos como a, b e ¢

( )pr=aeq=c pois, sdo angulos alternos internos
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() Pelo vértice B, tragamos uma reta paralela ao lado AC obtendo P e 4
() Conclusdo: a+b+c=180°

d) Demonstrem de outra maneira que a soma dos angulos internos de um triangulo é 180°.
PARTE III

(2) (nossa autoria) Nas alternativas I, II, III, marquem qual delas vocés descreveriam como
demonstracio do teorema do Angulo externo, descrito na Questido 1. Ao final, justifiquem sua
escolha.

I ( ) Dado um triangulo qualquer ABC e sejam f = 64°, = 63° e Y = 53°as medidas dos dngulos.
Como descrito na figura abaixo:

Observem:

Se prolongarmos a semirreta BC formaremos o dngulo a, onde a. = 127°

Se prolongarmos a semirreta CA formaremos o angulo @, onde @ = 116°.

Se prolongarmos a semirreta 4B formaremos o dngulo ¢, onde ¢ = 117°.

Note que, o > CAB e ABC, assim como g > ABC e ACB, assim como também 0 > CAB e ABC, como
queriamos demonstrar.

11 () Tomemos o triangulo equildtero ABC descrito na figura abaixo:

Como se trata de um tridngulo equildtero, sabemos que o dngulo BtA = CAB = ABC = 60° Ao
prologarmos a semirreta BC formaremos o dngulo 0, que mede 120°, além disso, note que, 6 = 120° > 60°
= BUA = CAB = ABC. Logo fica demonstrado o teorema.

I () Seja ABC um triangulo. Na semirreta CA, marque um ponto D tal que o ponto A esteja entre os
pontos C e D, como indicado na figura abaixo:

Queremos provar que o dngulo BAD > B e BAD > C. Vamos primeiro provar que o dngulo BAD > B.
Para isto consideremos o ponto médio E do segmento AB.

c

Na semirreta CE marque um ponto F tal que, o segmento CE = EF. Trace AF. Compare os triangulos CEB
e FAE. Como BE = 4E (jq que E é ponto médio de AB), CE = EF (por constru¢do) e BEC = AEF (por
serem opostos pelo vértice), segue-se que o dngulo BEC = AEF. Consequentemente B=EAF, como a
semirreta AF divide o dngulo BAD, entdo EAF < BAD, portanto B < BAD. Analogamente provamos que
BAD > C. Assim fica demonstrado o teorema.
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Justifiquem a escolha:

RESULTADOS E DISCUSSAO

Na andlise das duas questdes levaram-se em consideracdo os niveis de Van
Hiele para identificar em que nivel do pensamento geométrico os alunos se encontravam
e para as justificativas das questdes dissertativas procurou-se identificar em qual tipo de
provas definidas por Balacheff (1998) os alunos tentaram justificar suas respostas.

Ao analisar a questdo trés da Parte II observou-se para o item (a) que apenas

uma dupla conseguiu responder corretamente:

a) Como sdo chamados os elementos geométricos representados por u, B, ae AC?
MMML\M Mm
%&@A,AC M@gﬁm%k )

Figura 1: justificativa dada por uma dupla em relac@o ao item (a) da questdo 3 parte 11

Essa resposta satisfaz o nivel um de Van Hiele por caracterizar que a dupla
conseguiu reconhecer os elementos geométricos presentes no triangulo.
Ao analisar a questdo trés da Parte II encontrou-se para o item (b) que apenas

uma dupla conseguiu responder parcialmente:

b) Vocés conseguem identificar alguma propriedade na figura. Qual (is)?

Buie wa wevno Loy Lo’:m?d&, dmlenmes. (o T &
180" Serndle, P Q._he,qEQ;JJ\Q_CJQmE@ L_D,_u\.c;t =1,
phkm%m gO°

Figura 2: Justificativa dada por uma dupla em relag@o ao item (b) da questdo 3 Parte II

Esta reposta evidencia que a dupla conseguiu perceber uma propriedade do
triangulo, situagdo essa que indica que o aluno pode estd no nivel dois da Teoria de Van
Hiele.

Agora ao analisar a questdo trés da parte II item (c) encontrou-se que duas
duplas conseguiram ordenar de forma correta a demonstracao do teorema da soma dos
angulos internos de um tridngulo. Esta situag¢do indica que essas duplas podem estd no
nivel trés de Van Hiele por terem conseguido realizar a ordenagao légica do teorema

proposto.
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Para finalizar essa questdo trés da parte Il observaram-se as justificativas dadas
pelos alunos no item (d) e verificamos que nenhuma dupla conseguiu demonstrar o
teorema proposto mais uma das duplas tentou demonstrar da seguinte maneira:

d) Demonstrem de outra maneira que a soma dos dngulos internos de um tridngulo é 180°
e LOMPARRAMELAO. RIOMEL Loo (EmQulen i vy
= s o =)
QUCIT dmmnm&xm \‘M?\_Qmm er \.Giuz Jeoled varig
: 3 J ;
iq0% & \WMLWJ:&J Tt (T,QJ‘ Uree wulyseru s el
€ Ct'\[&wx%dm wlsalee \_(mohg, ccevnelitis, e

A
A
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P
6 c

+ % @0 Jnﬁnﬂuh\ ABC en cmedificode pone e diidme
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Figura 3: Justificativa dada por uma dupla em relacao ao item (d) da questdo 3 Parte II

Percebeu-se que a dupla tentou provar esse teorema pelo Empirismo Genérico
definido por Balacheff (1998) em que os alunos se basearam em alguns exemplos em
que esse teorema funcionou e concluiram que vale para todos os tridngulos. Nesta
questdo ficou caracterizado que nenhum aluno est4 no nivel quatro de Van Hiele.

Em seguida passou-se para analise da questao dois da parte III em que foi pedido
que fosse escolhido qual seria a demonstracdo do teorema do angulo externo e ao final
justificasse sua escolha. Nesta questdo nenhum aluno conseguiu acertar a demonstracao
correta para este teorema. O que evidencia que os alunos ndo estdo no nivel cinco da
Teoria de Van Hiele.

A seguir o grafico expde o percentual de duplas por nivel de desenvolvimento do

pensamento geométrico segundo Van Hiele identificados nesta pesquisa.
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PERCENTUAL DE DUPLAS POR NiVEL DE VAN HIELE
25,00%
20,00%
15,00%
B Duplas

10,00%

5,00%

0,00% T T T T )

Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4 Nivel 5

Grifico 1: Classificacdo das duplas por nivel do pensamento geométrico segundo Van Hiele.
Fonte: autoria propria

O grafico 1 mostra que 11,1% (uma dupla) das duplas estdo no nivel um e dois
de Van Hiele. E que 22,2% (duas duplas) estdo no nivel trés de Van Hiele enquanto que
nenhuma dupla conseguiu atingir o nivel quatro ou cinco de Van Hiele. O que pode
indicar que os alunos participantes ndo tiveram contato com atividades que envolvesse
provas e demonstracdes em séries anteriores como pesquisas evidenciaram a lacuna
existente sobre essa tematica nas aulas de matematica na educagdao basica

(ALMOULOUD, 2007; NASSER e TINOCO, 2003).

CONCLUSAO

Os resultados obtidos referentes aos niveis um e dois de Van Hiele podem ser
considerados confiaveis, pois, a dupla que respondeu corretamente o item (a) também
respondeu corretamente o item(b). Com relagdo ao item (c) duas duplas acertaram sendo
que uma dessas duplas foi a mesma que acertou os itens anteriores, portanto faz sentido
dizer que uma dupla esta realmente pertencente aos niveis mencionados. Apesar de a
outra dupla ter acertado a ordem pedida no item (c) a falta de acertos nos itens
anteriores evidéncia que essa dupla ndo estd realmente no nivel trés. Assim pode-se

concluir que apenas uma dupla conseguiu esta no nivel um, dois e trés de Van Hiele.
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Para o item (d) da questdo trés parte II apesar de ninguém ter acertado notou-se que a
dupla que conseguiu atingir o nivel trés de Van Hiele utilizou o tipo de prova Exemplo
Genérico para demonstrar o teorema proposto no item em questdo, o qual confirma o
que pesquisas ja& apontaram, ou seja, que alunos da educagdo bésica utilizam
justificativas informais, com destaque para aquelas que recorrem a exemplos ou provas

ingénuas para justificar suas demonstragdes.
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