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RESUMO

Os estudos sobre sequéncias numéricas na histéria da matematica sdo explorados,
focalizando o contexto histérico e evolutivo, especialmente na conhecida sequéncia de
Fibonacci, enquanto outras sequéncias semelhantes permanecem menos conhecidas.
Nesse contexto, abordamos a sequéncia de Leonardo, ressaltando elementos do processo
historico e evolutivo de sua constru¢do. Em busca de apresentar uma abordagem deste
tema voltada as licenciaturas, visando formalizar este conteido matematico, adotamos a
metodologia de pesquisa da Engenharia Didatica em suas duas primeiras fases — analises
preliminares e analise a priori -, e a teoria de ensino, Teoria das situacdes Didaticas no
intuito de proporcionar uma visdo préatica e aplicavel para o ensino de matematica.
Inicialmente, em nossa analise preliminar, conduzimos uma breve analise da sequéncia
de Leonardo, enfatizando elementos do seu desenvolvimento histdrico e evolutivo.
Apresentamos uma discussdo sobre definicdes, representacdo matricial e a intrincada
relagdo entre os numeros de Fibonacci e Leonardo, enriquecendo o entendimento do
campo epistémico-matematico do tema. A andlise a priori deste trabalho debruca-se sobre
aspectos que mostram a robustez e relevancia do estudo e, tendo em vista 0s pressupostos
da Engenharia Didatica, amparadas pelas quatro fases da teoria de ensino, voltada para a
formagcdo inicial do professor de matematica. Almejamos ainda, em um possivel contexto
de replicacdo desta sequéncia, verificar as possibilidades de aplicacbes praticas destas
sequéncias, principalmente na sequéncia de Leonardo, bem como que contribui¢des
relevantes estas sequéncias podem trazer para o conhecimento do futuro professor,
considerando as implicacdes praticas para o ensino e aprendizagem de sequéncias
numeéricas.
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INTRODUCAO

A historia das sequéncias numéricas na matematica € um campo de estudo vasto
e diversificado, em que algumas sequéncias, como a de Fibonacci, ganharam destaque
significativo devido a sua presenga em diversas areas do conhecimento, desde a Biologia

até a Arte. No entanto, outras sequéncias, como a sequéncia de Leonardo, criada pelo
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matematico italiano Leonardo Pisano (1180-1250), permanecem menos conhecidas,
apesar de sua relevancia e de suas propriedades matematicas intrigantes. A sequéncia de
Leonardo compartilha varias caracteristicas com a de Fibonacci, como a relagéo recursiva
que gera seus termos, e vem despertando um interesse crescente na comunidade
académica, especialmente nos Gltimos anos.

Este estudo visa explorar a sequéncia de Leonardo, destacando seu
desenvolvimento historico, suas inter-relacdes com outras sequéncias numeéricas e suas
potenciais aplicacfes no Ensino de Matematica. A abordagem adotada para este fim é
fundamentada na Engenharia Didatica (ED) e na Teoria das SituacGes Didaticas (TSD).

A ED é uma metodologia de pesquisa que permite a construcdo e analise de
situacBes didaticas, oferecendo um arcabougo teoérico robusto para prever e superar
desafios que possam surgir no processo de ensino (Artigue et al., 1995). De modo
complementar, a TSD oferece um modelo de interacéo entre o aluno, o conhecimento e 0
meio (Brousseau, 1986), fundamentais para o desenvolvimento do conhecimento
matematico. A TSD pode promover um ambiente onde o aluno assume um papel ativo na
construcdo de seu conhecimento.

Neste contexto, a sequéncia de Leonardo € abordada como um objeto de estudo
matematico e, simultaneamente, como uma ferramenta didatica que visa enriquecer o
Ensino de Matematica, especialmente na formacao de futuros professores. Este trabalho
pretende, assim, contribuir para a formacdo inicial de professores de matematica,
proporcionando uma visdo préatica e aplicavel das sequéncias numéricas, que vai além do
tradicional ensino da sequéncia de Fibonacci, explorando novas possibilidades
pedagogicas e ampliando o repertdrio didatico dos educadores.

REFERENCIAL TEORICO

As sequéncias tém sido amplamente exploradas na literatura matematica ao
longo dos anos, devido a sua vasta aplicabilidade em diversos contextos. Uma sequéncia
recursiva linear é definida como aquela em que seus termos sdo gerados por uma formula
de recorréncia, que permite calcular cada termo subsequente a partir de seus
predecessores diretos, resultando em um ndmero ilimitado de termos. Contudo, essa
recorréncia ndo € a unica forma de definir sequéncias recursivas lineares, sendo ainda

essencial conhecer seus elementos iniciais (Vieira et al., 2022).
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A sequéncia de Fibonacci foi criada pelo matematico italiano Leonardo Pisano
(1180-1250), conhecido por “filho de Bonacci”, sendo introduzida na Europa durante a
Idade Média, em meio ao movimento das cruzadas, com o propdsito de planejar ataques
contra os mugulmanos no Egito. Leonardo também adquiriu conhecimentos em Algebra
e Aritmética, sendo lembrado pelo problema da reproducdo dos coelhos imortais, que
resultou na criacdo da sequéncia que carrega o seu nome (Posamentier; Lehmann, 2007).

Esta sequéncia é uma das mais exploradas e estudadas entre todas, devido a sua
presenca em diversas areas. Além disso, sua relacéo de recorréncia figura como modelo
para a criacdo de outras sequéncias, por meio da modificacdo de coeficientes e termos
iniciais. Dessa forma, a sequéncia de Fibonacci esta intrinsecamente relacionada a outras
sequéncias, com as quais compartilha propriedades e identidades matematicas, sendo um
exemplo notavel dessa relacdo a sequéncia de Leonardo.

A sequéncia de Leonardo foi inicialmente apresentada por Sloane (1973) e,
posteriormente, por Catarino e Borges (2019) e nesse intervalo temporal praticamente
ndo hé registros de estudos sobre ela. No entanto, apos 2019, houve um crescente interesse
na investigacao da sequéncia de Leonardo e de seus numeros. Historicamente, ha poucas
informacBes sobre a origem da sequéncia, mas acredita-se que tenha sido criada por
Leonardo Pisano, ja que leva seu nome e possui notaveis semelhangas com a sequéncia
de Fibonacci, incluindo uma relagdo direta entre seus nimeros (Mangueira, 2022).

"O crescente interesse pela sequéncia de Leonardo nos dltimos anos levou a
generalizacdo e complexificacdo dessa sequéncia por diversos pesquisadores, como
Shannon (2019), Alp e Koger (2021), Vieira, Alves e Catarino (2022), Prasad et al. (2023)
e Mangueira, Alves e Catarino (2024). Além disso, estudos como os de Vieira, Alves e
Catarino (2023) e Ishilir, Akyigit e Tosun (2023) exploram seu modelo combinatério e
suas relacBes com outras sequéncias, culminando na criacdo de uma sequéncia mista.

Essa sequéncia também tem sido objeto de estudo na &rea de ensino, como trazem
Alves et al. (2021), Mangueira et al. (2021) e Mangueira (2022). Essas pesquisas
destacam a relevancia desta sequéncia, tanto no avango tedrico quanto em aplicagdes

pedagdgicas, evidenciando seu impacto multifacetado no campo da Matematica.

METODOLOGIA

Nesta secdo abordamos brevemente a teoria de ensino que embasa a situacéo

didatica a ser apresentada nos resultados deste trabalho, que € a Teoria das Situagdes
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Didaticas, bem como a metodologia de pesquisa empregada para este fim, que foi a
Engenharia Didética.

A Teoria das Situaces Didaticas (TSD) foi desenvolvida na década de 1960 na
Franca por Guy Brousseau. Almouloud (2007) explica que a TSD visa criar um modelo
de interacdo entre o aluno, o conhecimento e 0 meio (milieu). Teixeira e Passos (2013)
acrescentam que o foco principal da TSD ndo € o sujeito cognitivo, mas sim a prépria
situacdo didatica, onde as interacdes entre professor, aluno e saber sdo fundamentais.
Nessa perspectiva, 0s erros cometidos pelos alunos sdo considerados fontes de
informacao, e podem ser usados para a elaboracdo de questbes mais eficazes ou para o
desenvolvimento de novas situagdes que atendam melhor aos objetivos pedagdgicos.

Brousseau (1986) estruturou a Teoria das Situacdes Didaticas (TSD) em quatro
etapas distintas: acdo, formulacdo, validacdo e institucionalizacdo. As trés primeiras
etapas sdo denominadas situacdes adidaticas, onde o aluno é o principal agente de seu
proprio aprendizado, interagindo de maneira autbnoma com o ambiente, enquanto na
institucionalizacdo, o professor retoma o centro na conducao do processo de ensino.

Na fase de acdo, é apresentada uma situacdo de ensino que desafia o aluno a
aplicar seus conhecimentos prévios na busca de solugdes para o problema proposto. Nessa
etapa, espera-se que o aluno se envolva ativamente na atividade, executando acdes
praticas e imediatas para resolver o desafio (Vieira; Alves; Catarino, 2019).

A fase de formulacdo tem como objetivo principal a troca de informacdes entre 0s
alunos, que pode ocorrer por meio de mensagens escritas ou orais, utilizando linguagem
natural ou matematica. Durante essa etapa, 0s alunos tém a oportunidade de desenvolver
modelos tedricos mais elaborados e de explicar as estratégias utilizadas para chegar as
suas solucBes (Alves et al., 2019).

Na fase de validacdo, o aluno deve demonstrar a consisténcia do modelo que
desenvolveu, fornecendo justificativas solidas, como explicacbes, provas ou
demonstracdes, que comprovem a relevancia do modelo para o grupo de estudo. Além
disso, é benéfico compartilhar as solucdes e discussdes com todos os alunos e o professor,
promovendo uma construcdo coletiva do conhecimento (Brousseau, 1986).

Finalmente, na fase de institucionalizacdo, o professor apresenta de forma clara e
formal as intengdes e objetivos das situacGes-problema. Nessa etapa, o professor define
0 status cognitivo do conhecimento, facilitando a transposic¢éo do saber individual para o

ambito do conhecimento cientifico (Almouloud, 2007).
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A Engenharia Didatica (ED) ¢ uma metodologia de pesquisa que, assim como a
TSD, tem origem franc6fona, e foi desenvolvida para construir e analisar situacoes
didaticas, dando suporte a implementacdo da TSD. Artigue et al. (1995) comparam a ED
ao trabalho de um engenheiro, que se baseia em conhecimentos cientificos e aceita um
controle cientifico, embora precise lidar com problemas mais complexos do que aqueles
abordados pelas ciéncias tradicionais. Essa metodologia permite que o professor antecipe
obstaculos e desafios em situacdes de ensino, funcionando como um modus operandi para
a investigacao e analise dessas situacoes (Alves; Dias, 2017).

A ED ¢ estruturada em quatro etapas: (i) analises preliminares; (ii) concepcao e
analise a priori; (iii) experimentacéo; e (iv) anélise a posteriori e validacdo, descritas de

forma resumida no Quadro 1:

Quadro 1: Etapas da Engenharia Didética.

Etapa Descricao
Analises Nesta fase realiza-se um levantamento bibliografico acerca do quadro
preliminares teorico didatico, isto €, uma andlise epistemologica dos contetdos e do

ensino atual, levantamento dos prévios dos alunos, das dificuldades e dos
obstaculos e uma analise do campo onde vai situar-se a realizagio didatica.
Concepcao e Nesta segunda fase, o pesquisador delimita as variaveis didaticas (globais
analise a priori e locais) sobre as quais o ensino pode atuar, a fim de guiar a pesquisa e
propor um plano de acdo, bem como ocorre a preparagdo da sequéncia de
ensino e a previsibilidade de possiveis comportamentos com base nas
variaveis didaticas determinadas.

Experimentagdo | Nesta fase ocorre a aplicagdo das situagdes didaticas ou sequéncia didatica
elaboradas a priori. Firma-se também o contrato didatico com os sujeitos
envolvidos no processo e ocorre a coleta dos dados relativos a pesquisa.

Analise a Esta ultima fase apoia-se sobre todos os dados coletados durante a

posteriori e experimentagdo. A partir da analise dos dados, faz-se necessario um

validagdo confronto destes com o que foi previsto anteriormente na analise a priori,
para assim, fazer a validacdo ou nao das hipdteses formuladas na
investigacao.

Fonte: Sousa (2022, p. 52).

Destaca-se que a validacdo dos dados pode ser realizada de duas formas: interna
ou externa. Na validagéo interna, sdo analisados exclusivamente os dados das turmas onde
a Engenharia Didatica foi aplicada. Ja na validacdo externa, considera-se tanto as turmas
que adotaram a Engenharia Didatica quanto aquelas que ndo utilizaram essa metodologia,
permitindo a comparacao entre os resultados obtidos e os resultados esperados (Barros et
al., 2020, p. 421-422).

Na proxima secdo, apresentamos em detalhe o trajeto metodoldgico deste estudo,
baseado nos pressupostos da ED.
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RESULTADOS E DISCUSSAO

Anélise Preliminar

Com base na crescente exploracdo da sequéncia de Leonardo na literatura de
matematica pura, é possivel apresentar varias definicGes e caracteristicas associadas a
esses numeros. A seguir, discutimos algumas dessas definigdes.

Catarino e Borges (2019) descrevem a sequéncia de Leonardo como uma
sequéncia de segunda ordem ndo homogénea e, a partir de manipulac6es algébricas, é
possivel apresentar uma segunda relacao de recorréncia homogénea de terceira ordem.
Definicéo 1. A relagdo de recorréncia ndo homogénea e homogénea, respectivamente,
da sequéncia de Leonardo séo definidas por:

Le,=Le,,+Le, ,+1,n=>2,

Le,=2Le, ,—-Le, ,, N=3.

n-37

sendo Le,=Le =1e Le, =3Seus termos iniciais.

A partir desta relacdo de recorréncia, tem-se que os primeiros termos da sequéncia

de Leonardo sdo:

Le, Le, Le, Le, Le, Le, Le, Le,
1 1 3 5 9 15 25 41

Assim, é possivel encontrar uma relagdo matematica entre os nimeros de

Leonardo e os nimeros de Fibonacci, dada por Le =2F ,-1 n>0. A equagdo

caracteristica desta sequéncia &€ uma cuUbica, representada algebricamente por

destas raizes é o valor aproximado de 1,61, conhecido como o nimero de ouro.

x® —2x+1=0, com trés raizes reais, que sdo: x, = =1. Uma

Proposicdo 1. A funcéo geradora da sequéncia de Leonardo, para 1-2x—x> =0, € dada
por (Catarino, 2019, p. 10):

1-X+x2

e T x4
Proposicdo 2. A formula de Binet da sequéncia de Leonardo, para n>0, é dado por

(Catarino, 2019, p. 4):
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n+1 n+1
Le. =2(x1 — X j 1- X (2% —1) = x, (2%, 1)
X=X X =X

sendo Le, 0 n-ésimo termo da sequéncia de Leonardo, x e X, as raizes da equacéo

caracteristica.
Teorema 1. A forma matricial dos nimeros de Leonardo é dada por (Vieira et al., 2020,

p. 4-5):

2 10
ParaQ=[3 1 1]/ 0 0 1|=[Le, Le, Le],
-1 00

Le,., Le], n>1.

n+2 n+1

2 10
tem-seque Q"=[3 1 1]] 0 0 1| =[Le
00

Demonstracdo. Utilizando o principio da inducdo finita, tem-se que:

2 10
Paran=1, Q=[3 1 1]/ 0 0 1|=[5 3 1]=[Le, Le, Le], assim,aigualdade
-1 0 0

é valida. Supondo que seja valido para n=k, k e N, temos que:

k

2
Q=[3 1 1]j0 =[Le., Lle., Le]

-1

O O -
o - O

Agora, verificando a validade para n=k +1.

k

2 1 0]" 2 1 012 1 0
Q“'=[3 110 0 1 [3 110 0 1{|0 01
10 0 10 0||-1 00

2 10
=[Le., Le, Le]| 0 0 1|=[2Le,,—Le Le,, Le,]
00

O

Definigdo 2. A férmula de recorréncia dos numeros de Leonardo, com indices negativos,

é dada por:
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Le ,=2Le . ,—Le nx>1.

—n+3?

Teorema 2. A forma matricial dos numeros de Leonardo para o campo dos inteiros ndo

positivos, é dada por (Vieira et al., 2020, p. 7-8):

0 0 -1
ParaG=[3 1 1]|1 0 2 |=[Le Le, Le,],
01 0
00 -1
tem-seque G"=[3 1 1]J1 0 2| =[Le,,, Le,, Le ] n>L
01 O

em que a sua demonstracao segue de forma analoga ao Teorema 1.

Na préxima subsecdo desenvolvemos duas situacfes didaticas com base nos
teoremas apresentados sobre a sequéncia de Leonardo, utilizando as fases da TSD, no
intuito de estimular os estudantes da licenciatura a conhecer esta sequéncia e elaborar

estratégias de resolucdo para as situagdes, partindo de seus conhecimentos prévios.

Concepcdao e analise a priori

Situacdo didatica 1. A sequéncia de Fibonacci, que incorpora a recorréncia

F,=F+F

., N>1 e os termos iniciais Fy=F =1, possui varias propriedades e
conexdes com outras sequéncias. Em especial, € possivel estabelecer uma relagao entre
os numeros de Fibonacci e de Leonardo. A seguir, apresente essa relagdo entre os dois

conjuntos numMEricos.

Na etapa de acdo, os alunos sao incentivados a explorar as sequéncias previamente
apresentadas, aplicando deducbes matematicas e observando o comportamento dos
numeros. O objetivo € identificar um padrdo entre os termos e estabelecer uma relacdo
entre eles.

Durante a fase de formulacéo, espera-se que os alunos investiguem as sequéncias
de Fibonacci e Leonardo, apresentando o0s seguintes termos dessas sequéncias:

Fibonacci: 1,1, 2, 3,5, 8, 13, 21, 34, 55, ...
Leonardo: 1, 1, 3,5, 9, 15, 25, 41, 67, 109, ...



ISSN: 2358-8829

,CONEDU

CONGRESSO NACIONAL DE EDUCAQAO

Consequentemente, por meio de manipulagdes algébricas e deducdes
matematicas, espera-se que os alunos reconhecam que um termo da sequéncia de
Leonardo é igual a duas vezes o termo subsequente da sequéncia de Fibonacci, menos 1.
Em outras palavras, € importante que os alunos cheguem a seguinte expressao:
Le, =2F,,, 1.

Na fase da validacdo, espera-se que os alunos utilizem o principio de inducéo
finita para demonstrar o resultado encontrado. Assim, espera-se que:

Para n=0, tem-se que Le, =2F -1=le,=2.1-1=Le, =1.
Supondo que a igualdade é valida para todo n=k,temos Le, =2F,, —1. Agora,

€ necessario provar que € valido para n=k +1. Utilizando a relacdo de recorréncia ndo
homogénea de Leonardo (Le, =Le, , +Le, , +1), tem-se que:

Le.,=Le +Le ,+1
=(2F.,-)+(2F -1)+1
=2(|:k+1+ Fk)_l
=2Fk+2 -1

O

Na fase de institucionalizagdo, o professor revisita a situacdo, abordando as
questdes dos alunos, esclarecendo duvidas e validando as respostas fornecidas. E
essencial promover um dialogo aberto, permitindo a troca de ideias e ouvindo também os

raciocinios equivocados apresentados pelos alunos.

Situagdo didatica 2: Com base na relagdo de recorréncia da sequéncia de Leonardo e
nos seus termos iniciais, determine a recorréncia para os termos de indices negativos e

apresente os cinco primeiros termos dessa sequéncia.

Na fase de acdo, com base na sequéncia de Leonardo e sua relacdo de recorréncia,
espera-se que os alunos expandam essa sequéncia para incluir nimeros negativos,
resultando nos valores: -1, 1, -3, 3, -7, 9, -17, 25, -43...

Durante a fase de formulacdo, espera-se que os alunos compreendam que, ao

utilizar a recorréncia inicial (Le, =2Le, , —Le, ;) € ao considerar n=2, eles podem

encontrar a seguinte relacdo Le,=2le -Le, = Lle,=2Le -Le,..Le,=-1. Da
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mesma forma, ao determinar 0s préximos termos desejados, € esperado que os alunos
cheguem as seguintes conclusdes:
Le,=2le —Le, .. Le, =-1,
Le,=2le,—Le .. Le,=1
Le,=2Le,-Le, .. Le ;=-3;
Le,=2Le,—-Le, .. Le, =3
Le.=2le,—-Le, .. Le =-T.
Por fim, na fase de validag&o, espera-se que os alunos reconhecam a relagéo entre

0s numeros encontrados e formalizem a recorréncia de Leonardo para indices negativos,

apresentando Le ,=2Le ,—Le  ,, n>1

n+3?

Na fase de institucionalizacdo, o professor deve revisar a situacdo com o propasito
de examinar as solucBes obtidas e confirma-las, esclarecendo o objetivo da atividade

proposta e ressaltando seu aspecto de desenvolvimento matematico.

CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho realizou uma exploracdo da sequéncia de Leonardo, destacando
tanto seu contexto historico quanto sua relevancia para o ensino de matematica. Ao longo
do estudo, foi possivel evidenciar que, embora menos conhecida que a sequéncia de
Fibonacci, a sequéncia de Leonardo possui propriedades matematicas que a tornam uma
ferramenta importante para o0 desenvolvimento do pensamento matematico,
especialmente no que diz respeito a compreensédo de relacdes recursivas e a aplicacdo de
conceitos algébricos e matriciais.

A utilizacdo da ED e a TSD como referenciais tedricos proporcionou uma base
metodoldgica sélida para a concepcdo e analise de situacdes didaticas envolvendo a
sequéncia de Leonardo. A Engenharia Didatica permitiu uma previsao estruturada dos
desafios que podem surgir em seu processo de ensino, enquanto a TSD ofereceu um
modelo para a interacdo entre o aluno, o conhecimento e o ambiente de aprendizagem,
facilitando a constru¢do do conhecimento matematico.

Os resultados obtidos indicam que a sequéncia de Leonardo pode ser incorporada
ao curriculo de formagéo de professores como um complemento para a continuidade do
ensino tradicional de sequéncias numéricas. A analise realizada neste estudo mostra que

a sequéncia de Leonardo pode ampliar o repertério matematico dos futuros professores,
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contribuindo para o desenvolvimento de estratégias pedagdgicas que podem ser aplicadas
em sala de aula, promovendo um ensino de matematica mais dindmico e contextualizado.

Assim, este trabalho oferece uma contribuicdo significativa para o campo da
Educacdo Matematica, especialmente no que diz respeito a formacédo de professores, e
sugere a necessidade de futuras pesquisas que continuem a explorar as possibilidades
pedagogicas das sequéncias numéricas, em particular aquelas menos convencionais como
a sequéncia de Leonardo. Essas investigacfes poderdo aprofundar ainda mais a
compreensdo sobre o impacto dessas sequéncias no ensino e na aprendizagem,

fortalecendo a base tedrica e préatica da Didatica da Matematica.
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