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Resumo

Este estudo se propde a identificar caracteristicas importantes na linguagem produzida por alunos de 1° ano
do ensino médio diante de obstaculos epistemolégicos na aprendizagem de funcBes exponenciais e
logaritmicas em aulas de matematica. Busca identificar caracteristicas de ecos e de vozes (Boero, Pedemonte
e Robotti, 1997) nos discursos de alunos motivados pela resolucdo de problemas com fungdes exponenciais e
logaritmicas previamente elaboradas, com foco nos obstaculos epistemol6gicos que envolvem esse contetido
matematico. Sdo também fundamentos tedricos os estudos de Vigotsky, de Bakhtin e de Wittgenstein Os
obstaculos epistemoldgicos, definidos por Bachelard (1938), foram adotados por Brousseau (1998) que
referindo-se a Bachelard e a Piaget, considera que o erro ndo é sé efeito da ignoréncia, do acaso e da
incerteza, mas o efeito de um conhecimento anterior que tinha seu sucesso e seu interesse.

Palavras-chave: Educacdo matematica, vozes e ecos, obstaculos epistemoldgicos, fungbes exponenciais e
logaritmicas.

1. Introducdo

Nossa atuacdo como professor de matematica do ensino médio nos Ultimos anos e
as leituras que fizemos em educacdo matematica, sobre obstaculos epistemoldgicos nos

conduziram as seguintes indagac@es a respeito desses obstaculos e linguagem dos alunos:

a. Considerando o salto historico dos logaritmos, a aprendizagem de fungbes
exponenciais e logaritmicas por alunos de 1° ano do Ensino Médio permite a
superacao de obstaculos epistemoldgicos?

b. Quais as caracteristicas que se destacam na linguagem de alunos do 1.° ano de

Ensino Médio na aprendizagem de funcdes exponenciais e logaritmicas?

2. Objetivos
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Este trabalho pretende identificar caracteristicas importantes na linguagem
produzida pelos alunos diante de obstaculos epistemoldgicos na aprendizagem de fungoes
exponenciais e logaritmicas de alunos de 1.° ano do ensino médio em aulas de matematica.
Nesse sentido, mais especificamente, busca identificar caracteristicas importantes de ecos e
de vozes nos discursos dos alunos motivados por problemas com fungdes exponenciais e
logaritmicas previamente elaboradas, com foco nos obstaculos epistemologicos. A escolha
das atividades de funcdes exponenciais e logaritmicas deve-se ao fato de que pretendemos
caracterizar um salto informacional, (BROUSSEAU, 1998) com a passagem das atividades
de fun¢des polinomiais de 1.° e 2.° graus para fun¢Bes exponenciais e logaritmicas e dessa
forma identificar superacdes de possiveis obstaculos epistemologicos.

3. Obstaculos Epistemologicos

Bachelard (2002) desenvolveu o conceito de obstaculos epistemoldgicos, presentes
no ato de conhecer, real¢cando que este se da contra um conhecimento anterior e que destroi
conhecimentos anteriores mal estabelecidos. Os obstaculos epistemologicos, segundo
Bachelard (2002), aparecem na esséncia do proprio ato de conhecer, no qual podem ser
detectadas causas de estagnacao, regressao ou de inércia.

Os obstaculos epistemolégicos foram introduzidos na didatica da matemaética por
Guy Brousseau. Para Brousseau (1998), podemos admitir que a constituicdo de um
significado implique em uma constante interacdo dos alunos com situacdes problematicas,
interacdo dialética na qual se envolve o conhecimento anterior, submetidos a revisar,
adicionar, modificar ou rejeitar novos conceitos. A didatica tem como objetivo principal
estudar as condigdes a serem cumpridas em situacdes ou problemas propostos aos alunos
para favorecer o surgimento, o funcionamento e a rejeicdo destas sucessivas concepgoes.
Dessa forma, podemos deduzir desse regime descontinuo de aquisi¢cbes que as
caracteristicas informativas dessas situacfes devem variar também por saltos
(BROUSSEAU 1998).

Para Brousseau(1998), os obstaculos podem ser classificados em: obstaculos de

origem ontogénica, de origem didatica e de origem epistemoldgica.

Os obstaculos de origem ontogénica sdo os que surgem devido as limitacOes

(neurofisioldgicas, entre outras) do aluno em algum momento do seu desenvolvimento. O



aluno desenvolve os conhecimentos apropriados aos seus meios e seus objetivos nessa
idade; obstaculos de origem didatica sdo aqueles que parecem depender apenas de uma
escolha ou um projeto do sistema educativo; os obstaculos de origem epistemoldgica sdo
aqueles que nao se pode nem se deve fugir, por causa do seu papel constitutivo do
conhecimento referido. Podemos encontra-los na historia dos conceitos (BROUSSEAU,
1998).

Para Bachelard (1938, apud BROUSSEAU 1998) o obstaculo epistemoldgico
estaria reservado as ciéncias experimentais, mas para Brousseau (1998), transpor a nogao
de obstaculo epistemoldgico para a educacdo matematica foi possivel e até necessario no
desenvolvimento da teoria das situacdes didaticas nos anos 1970. Ele deriva do conceito de
salto informacional, uma das rupturas que surgem na aprendizagem, quando concepcdes
adquiridas ndo desaparecem em benéfico de uma nova concepcao: as concepgdes resistem,

provocam erros e tornam- se assim obstaculos.

Por exemplo, se a um aluno sempre foi explicado que a multiplicacdo de dois
ndmeros naturais maiores do que 1 é uma repeticdo de somas, que faz o produto aumentar
em cada fator, ele tera dificuldades para interpretar e para utilizar a opera¢do 0,2 x 0,3 =
0,06; tera dificuldade também para compreender que um numero natural 4 tinha um
antecessor, 0 nimero natural 3, e que agora 0 numero racional 0,4 ndo tem um antecessor.
O autor conclui que o obstaculo é um conhecimento perfeitamente legitimo e inevitavel
(BROUSSEAU, 2008).

4. Linguagem

A relacdo que Vygotsky (1993) estabelece entre pensamento e linguagem
constitui-se um dos fundamentos para este trabalho. Interessa de modo mais especifico a
distingdo, a relacdo e o processo de transformacdo que envolvem o entendimento dos
conceitos cotidianos (ou espontaneos) e dos conceitos cientificos no processo de

aprendizagem. Nesse sentido, esclarece

O desenvolvimento de conceitos cientificos deve apoiar-se de modo
indispensavel em um determinado nivel de maturagdo de conceitos espontaneos
(...). Por outro lado, devemos admitir que o aparecimento de conceitos de tipo
mais elevado, como sdo o0s conceitos cientificos, ndo pode deixar de acusar a
influéncia dos conceitos espontaneos surgidos com anterioridade, ja que nem uns
nem outros estdo encapsulados na consciencia da crianca, nem estdo separados
por um muro intransponivel. N&o fluem por canais isolados, mas se encontram
imersos em um processo de continua interacdo, que devera ter como resultado as
generalizacbes de estrutura superior, préprias dos conceptos cientificos que



produzem mudancgas estruturais nos conceitos espontaneos (VYGOTSKY, 1993,
p.194).

Na perspectiva de Vygotsky, o conceito cientifico caracteriza-se também por ser
mediado e consciente, isto é, € mediado por outros sujeitos e por outros conceitos prévios
que permitirdo atingir um nivel de generalizacdo que passa entdo a reestruturar também os
conceitos anteriores. Oliveira (1999), considerando a perspectiva vygotskyana, desenvolve
trés questdes sobre o desenvolvimento conceitual e afirma que os conceitos devem ser
entendidos como um evento de desenvolvimento que libera o ser humano de impressdes
Imediatas; 0s conceitos ndo se constituem como entidades isoladas, mas como elementos
de um sistema de inter-relagcbes complexo; além disso, afirma que os conceitos ndo se
constituem entidades estaveis, mas como um produto de processos de construgcdo conjunta
de significacoes.

Ainda sob a perpectiva de Vygotski, o crescimento intelectual da crianca se da
através do amadurecimento entre o saber comum da crianga e o saber tedrico e que o saber
teodrico deve se relacionar com o saber comum da crianca. Mas esse amadurecimento nédo
ocorre de maneira espontanea, o conhecimento tedrico € construido socialmente ao longo

da historia.

Bakhtin afirma que a verdadeira substancia da lingua ndo é constituida de um
sistema abstrato de formas lingtisticas, mas pelo fenémeno social da interacdo verbal, cujo
meio de realizacdo é a enunciacdo (BAKHTIN, 2006). De acordo com o autor, o didlogo
situa-se nessa classificagdo, sendo considerado a forma mais importante de interacao

verbal.

Segundo Bakhtin (2006), um tema € um atributo da enunciacdo completa; pode
pertencer a uma palavra isolada se essa palavra encerrar uma enunciacdo global. A
significagdo, por outro lado, pertence a um elemento ou a um conjunto deles na sua

relacdo com a totalidade.

Recorremos também a Wittgenstein, para quem a importancia da palavra é o seu

uso no contexto no qual ela ocorre:

...Na préaxis do uso da linguagem, um parceiro enuncia as palavras, o
outro age de acordo com elas; na licdo de linguagem, porém, encontrar-
se-4 este processo: 0 que aprende denomina 0s objetos. Isto é, fala a
palavra, quando o professor aponta para a pedra. - Sim, encontrar-se-a
aqui o exercicio ainda mais simples: o aluno repete a palavra que o



professor pronuncia - ambos processos de linguagem semelhantes...
(Wittgenstein, 1999, p 30).
Para o autor, todo o processo de uso de palavras assemelha-se a um jogo, & maneira
pela qual as criancas aprendem a sua lingua materna. Estes sdo os jogos chamados pelo
autor de jogos de linguagem.

5. Jogo de Vozes e Ecos

Boero, Pedemonte, Robotti (1997) propuseram-se a construir um novo referencial
tedrico para organizar e analisar a abordagem dos estudantes a um saber teérico com a
pretensdo de superar os limites dos ensinos tradicional e construtivista. Tal referencial é
chamado pelos autores de “jogo de vozes e ecos”, apoiado na analise vygotskiana da
distingdo entre conceito cotidiano e conceito cientifico e na idéia bakhtiniana de voz que
possibilita recorrer a experiéncias de ensino anteriores. O referencial supde que “vozes”
na histéria da matematica e das ciéncias ativem uma espécie de jogo, o referido jogo de
VOzes € ecos, proprios para a mediagdo de elementos importantes do saber tedrico.

Para os autores, existe um dificil problema educativo da abordagem dos elementos
basicos da atual cultura cientifica, destacando-se os teoremas, a linguagem algébrica e a
modelagem matematica de fendomenos naturais e sociais; usam a expressdo “saber
teorico” para indicar estes elementos da cultura matematica e consideram pouco

produtivas as estratégias educativas comumente adotadas nas escolas.

Afirmam que tanto na Italia, pais de origem dos pesquisadores, quanto em outros
paises, essas estratégias se resumem a explicacBes das teorias pelos professores aos
alunos e a tarefa destes € a de entender a teoria e mostrar esse entendimento nas perguntas
e nas provas escritas ou em aplicagdes na solucdo de problemas. Essa maneira de ensinar
traz resultados bem conhecidos: para a maioria dos alunos, a teoria estudada € a
ferramenta para resolver exercicios escolares, que pouco interfere em suas formas

profundas de raciocinar.

A quais aspectos do saber tedrico devem ser expostos os alunos? Na opinido dos
autores, 0s aspectos devem focar os grandes saltos na historia cultural da humanidade,
mesmo que se aprofunde a lacuna com o conhecimento comum. Exemplos seriam a teoria

da queda dos corpos de Galileu e de Newton, 0 modelo probabilistico das transmissdes das



caracteristicas hereditarias de Mendel, as demonstra¢cfes matematicas. Estes “saltos” tem
um conteudo contraintuitivo. S&o revolugdes historicas que exigiram superacdes de
obstaculos epistemoldgicos (Bachelard), e incorporacdes de conhecimentos anteriores da
historia da cultura.

De acordo Boero, Pedemonte e Robotti (1997), os ecos individuais podem ser
classificados como ecos de superficie, ecos mecanicos, ecos assimilativos e ecos de
ressonancia. Os ecos de superficie sdo produzidos em um esforco para adaptar-se a uma
VOz que requer ecos, mas sem chegar a compreensdo do conteudo da "voz"; distinguem-se
pela presenca de termos e expressdes retirados da "voz", usados em formas inadequadas,
contradic¢des internas, confus@es entre suas concepcdes e idéias estabelecidas na voz.

Os ecos mecanicos reconhecem, por exemplo, no caso de uma parafrase de uma
“voz", ou na resolugdo de um aplicativo padrao; o aluno nao ultrapassa o nivel de eco
mecanico se ndo é capaz de usar o conteudo ou o0 método da “voz” para lidar com situac6es

que sao apenas parcialmente comparaveis com a "voz".

Ecos assimilativos ocorrem quando o aluno € capaz de transferir o conteido ou o
método de "voz" para outras situacdes emite apenas parcialmente semelhancgas propostas
pelo professor; o aluno ndo supera o nivel de assimilacdo do eco se as situacBes
problematicas desestabilizarem muito sua maneira de pensar sobre fenbmenos naturais ou

entes matematicos ndo contidos na “voz”.

Os ecos de ressonancia acontecem quando em um processo de aprendizagem o
aluno se apropria da "voz" como uma forma de reconsiderar e representar sua experiéncia,
e é capaz de alterar o registro linguistico, através de um esforco de selecdo e analise de
fatores relevantes (aprofundamento) encontrar exemplos e situacdes semelhantes para o
contetdo da "voz", processar adequadamente a voz atual multiplicando-a. Uma
ressonancia profunda se pode reconhecer, em particular durante um processo de
formalizagdo: a modelagem matemética usando expressdo algébrica vem vinculada ao

fendmeno fisico e ao gréfico cartesiano, que o representa.

Consideramos, neste trabalho a importancia dada por Vygotsky e por Wittgeinstein
as imitacOes, do ponto de vista dos ecos mecéanicos. Consideramos também o estudo dos
fendmenos linglisticos de Bakhtin no que se refere & mudanca de registros linguisticos
quando se verifica a ocorréncia de ecos de ressonancia. Bachellard e Brousseau contribuem

com as nogdes de obstaculos epistemoldgicos a serem superados.



6. Método

Considerando a questdo de Boero, Pedemonte, Robotti (1997) em “Vozes ¢ Ecos”
sobre quais devem ser 0s aspectos do saber tedrico aos quais 0s alunos devem ser expostos,
que se privilegiem conteudos contraintuitivos, escolhnemos como atividades as funcgdes
exponenciais e logaritmicas, que representam um “salto”, uma revolugdo historica que

exigiu superagdes de obstaculos epistemoldgicos.

Serdo sujeitos desta pesquisa alunos de uma turma de 1.° ano de Ensino Médio de
uma escola publica da cidade de Séo Paulo. Os dados para analise serdo produzidos dados
com base em resolugdo de problemas de matematica do ensino médio e nos processos
interventivos do professor. A énfase sera dada aos discursos ocorridos nesses processos
interativos, por isso a intervencdo sera gravada em audio e video. Questdes especificas
serdo selecionadas e apresentadas aos alunos para resolugéo no contexto de sala de aula de
Matematica. Trata-se de alunos do ensino médio, turmas do primeiro ano. Os temas
abordados s@o os que constam do curriculo do ensino médio, relacionados nas Orientacdes
Curriculares do Ensino Médio (BRASIL, 2006).

Escolhemos para a pesquisa questdes relacionadas com funcdes exponenciais e
logaritmicas, extraidas das avaliagdes do ENEM e do SARESP, que sdo contetudos
desenvolvidos no terceiro bimestre letivo do primeiro ano do ensino médio. A escolha de
questdes de avaliacbes oficiais ocorre porque as mesmas estdo de alguma forma
legitimadas, além de terem sido elaboradas com base nas orientaces curriculares do
ensino médio. Outras questdes do mesmo tipo poderdo ser introduzidas conforme a

evolucgéo do estudo demonstre a necessidade.

Buscaremos estudar, por meio da observacdo, o ambiente de aprendizagem das
salas de aula objeto do estudo, de preferéncia de escola publica, com alunos do ensino

médio regular, do primeiro ano.

Os alunos serdo convidados a participar da pesquisa resolvendo problemas com
conteidos constantes do conteddo curricular relativo ao 1° ano do ensino médio,
especificamente de funcbes exponencial e logaritmica. A cada grupo de alunos

selecionados para participar da pesquisa sera apresentado um problema tipico relacionado



as avaliacbes do ENEM ou do SARESP?, com quantidade de questdes que demandem o

tempo caracteristico de uma aula de 50 minutos.

Um estudo piloto foi programado e realizado em trés encontros de duas horas, aos
sabados, com 4 alunos do 1.° ano do Ensino Médio. As atividades com funcdes
exponenciais e logaritmicas sdo previstas para acontecer no 3.° bimestre das turmas do

primeiro ano do Ensino Médio

Planejamos para esse estudo piloto um texto com a historia da invencdo dos
logaritmos, como segue, que foi apresentado aos alunos com a historia da invencdo dos
logaritmos, que pode ser caracterizado dentro da perspectiva de Boero como voz do saber

tedrico que deve ser internalizado pelo aluno em seu processo de aprendizagem.

A invengéo dos logaritmos
Introdugdo historica
John Napier e a histéria dos logaritmos

John Napier ndo era matematico. Era um proprietario escocés que tinha grandes fazendas para
administrar. A histéria conta que trabalhou na invenc¢do dos logaritmos durante vinte anos, a data
aproximada da origem das idéias de logaritmo é o ano de 1594, ja que a data de publicacdo das
tabelas de Napier, com titulo de Mirifici logarithmorum canonis descriptio (Uma descri¢do da

maravilhosa regra dos logaritmos) é 1614.

A motivacdo para a invencao dos logaritmos foi a simplificacdo dos calculos de nimeros grandes
ou com muitas casas decimais. A idéia de Napier era a de substituir multiplicacdes, divisbes e

radiciacBes por operacdes simples de somar e subtrair, como podemos observar no exemplo abaixo:

11248163264 128 | 256 | 512 | 1024 | 2048 | 4096 | 8192 | 16384 | 32768

0[1]2]3]4 |5 |6 |7 8 9 10 11 12 13 14 15

Essa tabela pode continuar com a seqliéncia inferior dos expoentes de 2 e a superior com 0s
resultados dessas poténcias. Para se obter, por exemplo, 128x256 basta somar os expoentes de 128
e de 256 (7+8=15) e verificar na tabela que 15 é o expoente de 2 para 32768. Concluimos assim
que 128x256 = 32768. Por outro lado, se precisamos calcular 32768/256, subtraimos o expoente 8

de 15 obtendo 7 que é o expoente para 128, concluindo que 32768/256=128.

* ENEM : Exame Nacional do Ensino Médio; SARESP: Sistema de Avaliacio do Rendimento Escolar do
Estado de Séo Paulo



O problema dessa tabela com poténcias de 2 é que ela cresce muito rapidamente. Napier usou uma

tabela com um nimero muito préximo de 1, o nimero (l— éj =0, 9999999.

Para evitar decimais, Napier multiplicou cada poténcia por 10°.
1 L
Assim, N= 10". [l_ﬁj , L € o logaritmo de Napier do nimero N. Dessa maneira, o logaritmo

de 10" é 0, pois 10". (1—%)0 =10"; o logaritmo de 9999999 é 1, pois 107, [1—%)1 =
9999999; o logaritmo de 9999998 é 2 a assim por diante.
Célculo com nameros pequenos, as operacdes aritméticas:
Efetue:
a) 1236+12=
b) 1498+14=
Célculos com numeros “grandes”, a idéia dos logaritmos:
Sabendo que 3'2=531441, 3’ =2187 e que 3° = 243, use as propriedades de poténcia e efetue:
a) 531441+2187=
b) 531441+243=

C) 243x2187=

d) /531441 =
e) 3/531441=
f) 4/531441=

Sabendo que 10 ***°=2 e que 10 **'"= 3, calcule o valor do expoente de 10 para os valores:
a) 12
b) 18
c) 108

Use a propriedade distributiva para calcular os primeiros nimeros de Napier

como Napier calculou, a° e a*



sabendo que a = (1—%) , azza[l—%) = a—% e assim por diante.
10 10 10

7. Algumas consideracdes

Tendo em vista o limite de apresentacdo deste trabalho, apresentamos uma sintese

do estudo piloto a seguir.

Os alunos do grupo fizeram a divisdo de 1236 por 12, atividade que compde o texto
do estudo piloto, obtendo como resultado 13. Cabe ressaltar que pelo menos duas alunas
gue compuseram 0 grupo costumam se destacar nas atividades de matemética em sala de
aula. Diante da pergunta do professor se o resultado estava certo, verificaram que néo
quando fizeram a multiplicacdo de 13 por 12. O grupo passou entdo a discutir como se faz
a operacdo, o que deu errado nas contas que fizeram. A discussdo durou cerca de 30
minutos até que o0 aluno L percebeu que ndo podia “baixar” outro nimero do dividendo
antes do resultado com o numero anterior “baixado”. Assim, chegaram a concluséo de que
1236 dividido por 12 € 103. Costa (2009) verificou em seu trabalho que esse erro pode ser

encontrado ainda em estudantes do ensino médio e superior.

Muitas sdo as duvidas que os alunos apresentam quando sdo colocados diante de
um problema de matemaética, mesmo quando se trata de uma operacdo de divisdo entre
nameros naturais a ser feita por alunos do primeiro ano do ensino médio. A ativacdo dos
ecos dos alunos por meio de uma voz histérica parece facilitar a exposicdo dessas duvidas

que permanecem com eles durante muito tempo.

Além disso, a participacdo intensa dos alunos na discussdo sobre o erro que
cometeram ao dividir 1236 por 12, nesta parte do trabalho piloto, aponta para um
encorajador prosseguimento com 0s outros obstaculos previstos, como as opera¢fes com
nameros racionais ndo inteiros, com nimeros negativos e com expoentes fracionarios com

a expectativa de que mais davidas surjam dos didlogos dos alunos.
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