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RESUMO

Este trabalho vincula-se ao Programa Institucional de Bolsa de Iniciagdo a Docéncia, PIBID/CAPES-
UNI-FACEF 2021 que, novamente em uma abordagem interdisciplinar, envolve o0s cursos de
licenciaturas em Letras e Matematica do Centro Universitario Municipal de Franca- UNI-FACEF a fim
de conciliar a leitura e a interpretacdo de textos literarios a linguagem matematica. O PIBID/CAPES-
UNI-FACEF esta sendo desenvolvido junto ao Ensino Médio das Escolas Estaduais José Pinheiro de
Lacerda e E.E. Jodo Marciano de Almeida da cidade de Franca-SP. O objetivo deste artigo € relatar e
apresentar as atividades desenvolvidas na oficina “Desvendando a arte de Escher por meio das
Isometrias”, aplicada aos alunos do Ensino Médio das Escolas acima mencionadas vinculadas ao
programa de iniciagdo & docéncia e por meio de recursos on-line, essas atividades também foram
socializadas aos professores de Matematica da Diretoria de Ensino da cidade de Franca-SP durante um
ATCP. O trabalho aponta a importancia da relagdo entre Arte e Matemaética desde as culturas mais
antigas até o Renascimento, onde é possivel identificar uma relagdo profunda entre ambas. Geometria
deve ser um instrumento para a compreensdo, descricao e interacdo com o espaco em que se vive, de
forma a se adquirir uma concepcao visual. 1sso se torna um fator motivador e quando a Matematica faz
conexdo com outras areas, como a Artes por exemplo. Essa atividade prioriza o estudo das isometrias,
suas principais caracteristicas e propriedades, para que se possa dessa forma, relacionar com obras de
Mauritz Cournelis Escher (1898-1972), artista plastico que ao explorar e executar devidas
transformacdes geométricas constrdi obras intrigantes. Escher gostava do exercicio que o cérebro faz
para entender as imagens produzidas por ele, suas obras sdo famosas ao redor do mundo, conhecidas
por causarem a confuséo inicial aos olhos e fazerem o publico estar atento a ilusdo de sua arte. Escher
também brincava com a arquitetura, em que representava constru¢Bes impossiveis de existirem,
misturando imagens de duas e trés dimensdes Segundo Fainguelernt e Nunes (2006), o que chama
atencdo em alguns de seus quadros, é a técnica desenvolvida pelo artista para trabalhar com simetrias,
por meio de transformacao isométrica. A técnica que utiliza é conhecida como tesselacéo, que consiste
no preenchimento de uma superficie por imagens que se completam, sem se sobrepor e que formam uma
espécie de mosaico. A simetria é a preservagdo da forma e configuracdo através de um ponto, uma reta
ou um plano. Com a simetria se obtém uma forma de outra preservando suas caracteristicas tais como
angulos, comprimento dos lados, distancia, tipos e tamanhos. As técnicas usadas para esse processo sao
chamadas de transformagdes isométricas e cada uma produz um diferente tipo de simetria. Sdo quatro
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as transformacdes isométricas: translacdo, rotacdo, reflexdo e reflexdo deslizante. A translacdo é o
movimento da imagem, necessitando dos aspectos de magnitude (utilizando uma unidade de
comprimento) e dire¢do (medida em graus). O deslocamento pode ser feito tanto na horizontal, como na
vertical ou transversal. A rotacdo é o “giro” feito em redor de um ponto, chamado de centro de rotagao,
a medida do giro é chamada de angulo de rotacdo. A reflexdo é nada menos do que refletir a imagem,
vertical ou horizontalmente, sendo possivel tracar uma linha ao meio, chamada eixo e comparar os lados
que se espelham. A reflexdo deslizante é a jung&o da translagdo com a reflex&o, no qual a imagem realiza
os dois movimentos, dependendo da magnitude, direcdo e eixo. O entendimento das propriedades dessas
transformacges geométricas é muito importante como subsidio ao estudo das fun¢Bes matematicas,
notadamente na sua representacdo por meio de graficos cartesianos. Materiais: Para a realizacdo da
técnica utilizou-se: papel cartdo, cartolina, folha de sulfite branca, régua, lapis preto, borracha, tesoura,
fita adesiva e lapis de colorir. A cartolina foi utilizada para fazer a tesselagdo. Objetivo: desenvolver
nos alunos o sentido espacial, enfatizar a visualizacdo e a compreensdo de relacdes espaciais, distinguir
as transformacdes de figuras congruentes que se relacionam por meio de reflexdes, rotacoes, translaces
ou reflexdes deslizantes. Para entender Escher, a atividade proposta aos estudantes foi embasada na
observacao das transformacdes isométricas que ocorrem nos trabalhos de sua Gltima fase e desenvolver
atividades que desvendem e repliquem as respectivas transformacdes. Para isso: mostrou-se as obras de
Escher destacando a tesselacdo. Relatou-se sua biografia; definiu-se simetria e suas transformacoes
isométricas (rotagdo, translagdo, reflexdo e reflexdo deslizante); desenhou-se figuras sobre poligonos
passiveis de ladrilhamento (quadrados, tridngulos) com que se possam realizar tesselacdo e finalmente
realizou-se a tesselacdo ou ladrilhamento. Dessa forma foi possivel estabelecer uma analogia entre a
pavimentacdo do plano e mostrar como Escher em suas obras utilizava esse conceito de maneira simples
e, no entanto, instigador. Desvendar tais transformacd@es, a partir dos conceitos de isometria e tesselacao,
e reproduzi-las foram alguns dos objetivos dessa oficina. Geometria deve ser um instrumento para a
compreensdo, descricdo e interacdo com 0 espaco em que Se vive, e recomenda-se que adquira uma
concepcao visual, e que a Matematica faca conexdes com outras areas, como a de Artes por exemplo
(BIGODE, 2008, p.1Como referencial teérico-metodoldgico para os conceitos matematicos destacou-
se D’ Ambroésio (1993); D’ Ambroésio (1997); Lima (1996), além de Ernst (1978) e TJABBES (2011)
para um estudo da vida e obra de Escher.

Palavras-chave: Tempo, Espaco, Isometria, Tesselacdo, Escher.

INTRODUCAO

Essa atividade € um relato de experiéncia sobre uma oficina aplicada a alunos do Ensino
Médio e a professores de Matematica da rede de Ensino Estadual na qual se prioriza o estudo
das isometrias, suas principais caracteristicas e propriedades, para que se possa dessa forma,
relacionar com obras de Mauritz Cournelis Escher (1898-1972), artista plastico que ao explorar

e executar devidas transformacBes geométricas realiza obras intrigantes.

Segundo o PCN de Matematica: Os conceitos geométricos constituem parte importante
do curriculo de Matematica no ensino fundamental, porque, por meio deles, o aluno desenvolve

um tipo especial de pensamento que Ihe permite compreender, descrever e representar, de forma
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organizada, o mundo em que vive. Geometria deve ser um vetor para a compreensao, descricéo
e interacdo com o espaco em que se vive, de forma a se adquirir uma percepc¢ao visual e quando
a Matematica faz conex&o com outras &reas, isso pode se tornar um fator motivador. (BRASIL,
1997, p.39)

Pode-se destacar a importancia da relacdo entre Arte e Matematica desde as culturas

mais antigas até o Renascimento, onde € possivel identificar uma relacdo profunda entre ambas.

Para entender Escher, a atividade proposta foi embasada na observacdo das
transformagdes isométricas que ocorrem nos trabalhos de sua ultima fase e desenvolver

atividades que desvendem e repliqguem as respectivas transformacoes.

O ensino de Geometria proporciona a exploracdo do espaco fisico além de desenvolver

a observacéo e a percepgéo de semelhangas, diferencas e regularidades.

Pode-se estabelecer sua conexdo com outras areas da Matematica e com outros campos
do conhecimento, especialmente com a arte, por meio da exploracao das formas e caracteristicas
de objetos, obras artisticas, pinturas, desenhos, mapas, formas encontradas na natureza, entre

outras criacfes humanas ou naturais.

As técnicas usadas para esse processo sao chamadas de transformacdes isométricas e

cada uma produz um diferente tipo de simetria.

Pode-se definir uma transformacdo geométrica em um plano como uma
correspondéncia um a um entre pontos do plano. Assim, por meio de uma transformacéo, 0s
pontos de uma figura tém correspondentes nos pontos de outra figura que é a sua imagem pela

transformacéo.

As transformacdes isométricas ndo alteram as distancias entre os pontos relacionam

figuras congruentes.

Como essas transformacdes ndo distorcem imagens, sdo também designadas como
movimentos rigidos no plano. As transformacdes isométricas de um plano sdo translacao,

reflexdo e rotacdo, assim como todas as combinacdes entre elas.

Simetria: é a preservacao da forma e configuragdo por meio de um ponto, uma reta
ou um plano. Com a simetria se obtém uma forma de outra preservando suas caracteristicas

tais como angulos, comprimento dos lados, distancia, tipos e tamanhos.
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As técnicas usadas para esse processo sdo chamadas de transformacdes isométricas e
cada uma produz um diferente tipo de simetria. As transformacdes isométricas incluem:

translagéo - reflexdo - rotagéo - reflexdo deslizante

Translacdo: € o termo usado para "mover” formas, sendo necessarias duas especificacoes:
a direcéo (que pode ser medida em graus) e a magnitude (que pode ser medida em alguma
unidade de comprimento).
Rotacdo: é o "giro" de uma forma ao redor de um ponto chamado centro de rotagdo. A
distancia ao centro de rotacdo se mantém constante e a medida do giro € chamada angulo de
rotacao.
Reflexdo: ocorre através de uma reta chamada eixo. O ponto original e seu correspondente na
reflex&o tem a mesma distancia em relagéo ao eixo.
Exemplo: uma forma refletida no espelho.
Reflexdo deslizante: Resulta da translacdo e reflexdo onde os mesmos elementos séo
necessarios: eixo, direcdo e magnitude.

Figura 1: Isometria de Translacdo é a transformacdo em que todos os pontos de uma
figura se deslocam numa mesma direcédo, sentido e de uma mesma distancia

Figura 2: Isometria de Rotacdo € o giro da figura em torno de algum ponto e de um
determinado angulo

Figura 3: Isometria de reflexdo em relacdo a reta r, denominada de eixo de simetria, é
a transformacdo que a cada ponto P associa o seu simétrico P’ em relacdo a retar.

Figura 4: Isometria de reflexdo deslizante

od 4y R
[®; e | d = B
’o Translagao

Figura 2 : Figura 3 Flgurda

Figural

Fonte: OLIVEIRA e outros, 2018

Na matematica, o uso dessas transformacgdes isométricas no plano pode ser instrumento

valioso como auxilio para a construcdo dos graficos das fungdes.


http://www.pucsp.br/tecmem/Artista/simetria.htm
http://www.pucsp.br/tecmem/Artista/simetria.htm
http://www.pucsp.br/tecmem/Artista/simetria.htm
http://www.pucsp.br/tecmem/Artista/simetria.htm
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Conhecendo um conjunto de graficos fundamentais (ou “graficos basicos”) e ao aplicar
determinado conhecimento sobre esses movimentos rigidos no plano, pode-se obter diversos

outros gréficos decorrentes desses fundamentais.
Por exemplo:

e A reflexdo vertical, isto €, eixo das ordenadas como eixo de simetria ocorre quando na
equacdo que define uma fungéo, substituimos x por —x, ou seja, existe uma reflexdo vertical
entre os graficos de f (x) e f (-x). Note que apenas a variavel independente é multiplicada por -
1;

o Reflexdo horizontal, isto €, eixo das abscissas como eixo de simetria ocorre quando
multiplicamos toda a equacdo que define uma funcdo por -1, ou seja, existe uma reflexao
horizontal entre os graficos de f (x) e —f (x);

e Dupla reflexdo ou simetria em relacéo ao ponto de origem esse caso ocorrera quando tanto
a variavel independente (x), quanto a funcdo f (x) tiverem seus valores multiplicados por — 1,
ou seja, existird simetria em relacdo a origem entre os gréaficos de f (x) e — f (-x);

e Translacdo horizontal este tipo de transformacéo ocorrera quando na funcéo original houver
uma substituicéo da variavel x por (x £ k). Se k é real e k > 0, a funcéo sofrera um deslocamento
horizontal, mantendo seu aspecto grafico. O deslocamento sera de k unidades para a direita se
a substituicdo for por (X — k) e sera para a esquerda se a substitui¢do for por (x + k;

e Translacdo Vertical este tipo de transformacao ocorrerd quando substituirmos a fungéo f (x)
por f (x) £ k. Considerando que k seja um namero real positivo, teremos uma translacao vertical
“para cima” no sentido do eixo das ordenadas no caso de f (X) + k e a translagdo ocorrera “para
baixo” nos casos de f (X) —K;

E claro que existem muitas outras transformacdes que nos permitem a obtencéo de
gréficos de funcbes, a partir de outros graficos considerados basicos. No presente estudo

focamos apenas em alguns casos, relacionados a transformagdes isométricas.

O entendimento das propriedades dessas transformacfes geométricas pode ser muito
importante como auxilio ao estudo das fun¢fes matematicas, notadamente na sua representacao

por meio de graficos cartesianos.

Interessante ainda observar que as transformac@es isométricas influenciaram também

diversos artistas plasticos, arquitetos, decoradores e outros.
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Um dos maiores e mais importante exemplo dessas aplicacdes artisticas é o holandés
Mauritz Cournelis Escher (1898-1972), que por meio da combinacgdo de simetrias, reflexdes e
rotacgdes, além do uso de perspectivas, usou conhecimento matematico em sua arte conseguindo

assim atrair as pessoas por meio de ilusées que criava num mundo de formas incriveis.
A técnica utilizada por Escher é conhecida como “tesselacdo”.

Tesselac@o: tem origem no termo “tessellation”, do inglés, e representa um conjunto
de imagens que cobre uma determinada superficie sem se sobrepor ou deixar espaco, formando

uma espécie de mosaico ou padrao.

OBS: E importante ndo confundir com a palavra “Tecelacio”, com “C”, que apesar da

mesma fonética tem um significado completamente diferente

METODOLOGIA

Este trabalho vincula-se PIBID/CAPES-Uni-FACEF 2021 com os cursos de
licenciaturas em Letras e Matematica do Centro Universitario Municipal de Franca e ao Ensino
Médio das Escolas Estaduais José Pinheiro de Lacerda e E.E. Jodo Marciano de Almeida,
Franca-SP. para relatar e apresentar as atividades desenvolvidas na oficina “Desvendando a arte
de Mauritz Cournelis Escher por meio das Isometrias”, aplicada aos alunos escolas acima
mencionadas e aos professores de Matematica da Diretoria de Ensino-Franca-SP durante um

ATCP, por meio de recursos on-line.

Justificativa: o entendimento das propriedades dessas transformacdes geometricas é
muito importante como subsidio ao estudo das fun¢Ges matematicas, notadamente na sua

representacdo por meio de graficos cartesianos.

Materiais: Para a realizacdo da técnica utilizou-se: papel cartdo, cartolina, folha de
sulfite branca, régua, lapis preto, borracha, tesoura, fita adesiva e lapis de colorir. A cartolina

foi utilizada para fazer a tesselacéo.

Objetivo: desenvolver nos alunos o sentido espacial, enfatizar a visualizagdo e a
compreensdo de relacfes espaciais, distinguir as transformacdes de figuras congruentes que se

relacionam por meio de reflexdes, rotacOes, translacdes ou reflexdes deslizantes.
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Para entender Escher, a atividade proposta aos estudantes e professores foi embasada na
observacdo das transformacdes isométricas que ocorrem nos trabalhos de sua Ultima fase e

desenvolver atividades que desvendem e repliquem as respectivas transformacdes. Para isso:

e Primeiramente contextualizou-se os tipos de pavimentagOes encontradas na natureza e
produzidas pelo homem por meio de algumas perguntas, por exemplo, quais exemplos de
pavimentacdo sdo observados no cotidiano de cada um? Que tipo de forma é utilizada nesta
pavimentacdo especifica? O que vocé entende por pavimentacéo?

e (Obs. Pavimentacdo do plano: ndo podem haver lacunas nem sobreposi¢des entre os poligonos)

e Primeiro problema proposto aos participantes: qual (is) o (s) poligono (s) convexo (s) regular
(es) pode (m) ser usado (s) isoladamente como padrdo de uma pavimentagdo? (Triangulo
equilatero, quadrado e hexagono);

e Debate sobre as percepcdes obtidas até 0 momento do porqué somente trés poligonos regulares
propiciam o revestimento de um plano;

e Mostrou-se as obras de Escher, sua biografia, destacando a tesselacéo;

e Segundo problema: Se apenas o triangulo equilatero, o quadrado e o hexagono regular podem
ser usados isoladamente como padrdo de pavimentacdo, como Escher produzia suas imagens
se as mesmas ndo aparentam usar qualquer um destes poligonos?

e ApOls estes questionamentos foi introduzida a ideia de isometrias no plano, isso e,
transformagdes no plano que preservam distancias. As isometrias consideradas nas obras de
Escher sdo translacdo, rotacdo, reflexdo e reflexdo deslizante;

e Definiu-se simetria e suas transformacdes isométricas (rotacdo, translacao, reflexao e reflexdo
deslizante);

e Desenhou-se figuras sobre poligonos passiveis de ladrilhamento (quadrados, tridangulos) com
que se possam realizar tesselaco;

e Finalmente realizou-se a tesselacdo ou ladrilhamento;

Dessa forma foi possivel estabelecer uma analogia entre a pavimentacdo do plano e
mostrar como Escher em suas obras utilizava esse conceito de maneira simples e, no entanto,
instigador. Desvendar tais transformacdes, a partir dos conceitos de isometria e tesselacéo, e

reproduzi-las foram alguns dos objetivos dessa oficina.

Exemplos de obras desse importante artista plastico:
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Figura 5-Escher-Céu-e-agua

http://www.artenarede.com/wp-content/uploads/2014/08/Escher-Ceu-e-agua-1.jpg

Figura 6-Escher, M.C. Fish (N°20). 1938. Desenho com l&pis, tinta e aquarela Colecéo

particular, Suica.

https://2.bp.blogspot.com/-M213Y|0QZdol/T-
INTimg IVAAAAAAAAHTC/HEOZVps7e7w/s1600/Reqular-division-20.jpg

https://cultura.culturamix.com/blog/wp-content/gallery/obras-de-escher-3/Obras-de-

Escher-5.jpg

Figura 9 M.C. Escher Pegasus (No. 105) 1959 e Borboletas

https://uploadsl.wikiart.org/images/m-c-escher/pegasus-no-105-1959.jpg!Large.ipg



http://www.artenarede.com/wp-content/uploads/2014/08/Escher-Ceu-e-agua-1.jpg
https://2.bp.blogspot.com/-M213YjQZdoI/T-INTjmq__I/AAAAAAAAHTc/HEOZVps7e7w/s1600/Regular-division-20.jpg
https://2.bp.blogspot.com/-M213YjQZdoI/T-INTjmq__I/AAAAAAAAHTc/HEOZVps7e7w/s1600/Regular-division-20.jpg
https://cultura.culturamix.com/blog/wp-content/gallery/obras-de-escher-3/Obras-de-Escher-5.jpg
https://cultura.culturamix.com/blog/wp-content/gallery/obras-de-escher-3/Obras-de-Escher-5.jpg
https://www.wikiart.org/en/m-c-escher
https://uploads1.wikiart.org/images/m-c-escher/pegasus-no-105-1959.jpg!Large.jpg
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Técnicas de Escher

Primeiramente sera utilizada a técnica da rotacéo a partir de um tridngulo equilatero.

Crie uma curva no Vvértice superior do triangulo equilatero conforme Figura 10 e

terminando no vértice inferior a esquerda, podendo entrar ou sair do triangulo.

Figura 10

Em seguida faca uma rotacdo desta curva com sentido anti-horario de 60> em torno do
veértice superior conforme Figura 11

Figura 11

Faca agora outra curva desta vez na aresta da base do triangulo até o ponto médio

como na figura 12.

Figura 12

Faca uma rotagdo desta nova curva de 180° em torno do ponto médio da aresta da base
figura 13
Figura 13
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A figura formada € auto encaixavel, ou seja, se encaixa nela mesma formando um

mosaico sem que haja superposicédo de figuras ou parte delas. Ela serd usada como base para

construgcdo do mosaico, figura 14. Observe que a area da figura é encontrada é igual a area do

triangulo original pois as figuras que “saem” do Tridngulo sdo congruentes as que “entram” e

uma compensa a outra.

Para conseguir a expansdo desta figura e consequentemente o ladrilhamento com

fechamento da superficie basta que a nova figura seja girada em 60-. Com um total de cinco

rotagdes, seis

Figuras auto encaixaveis aparecerao figurald

Construgéo por Translacdo

Serd utilizada agora a Translagdo para construcdo de uma figura abstrata auto

encaixavel. Crie uma curva comecando pelo vértice superior esquerdo figura 15 e terminando

no vértice inferior esquerdo, podendo entrar ou sair dele.

Em seguida translade esta curva para o lado oposto do quadrado ocupando os veértices

superior

Direito e inferior direito figura 16.
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Figura 16

g

Faca agora outra curva na aresta superior, recorte-a e a translada para a da base do
Quadrado, figura 17

Figura 17

b d Ed

A nova figura formada é auto encaixavel e serd usada como base para construcdo do

mosaico. Observe que a area da figura é encontrada € igual a area do Quadrado original pois as

figuras que “saem” do Quadrado sdo congruentes as que “entram” € uma compensa a outra.

Para conseguir o ladrilhamento com fechamento da superficie, basta que a figura seja

transladada horizontalmente e verticalmente, conforme figura 18

Figura 18

Construcéo por Translagéo
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Seré utilizada agora a Rotacao para construcdo de uma figura abstrata auto encaixavel.
Crie uma curva comecando pelo veértice superior esquerdo figura 19 e terminando no vértice

inferior esquerdo, podendo entrar ou sair dele.

Figura 19

PN
-

Segundo LORENZATO, 1995, p.5, geometria estéa por toda parte, desde antes de Cristo,

mas é preciso conseguir enxerga-la mesmo ndo querendo, lidamos em nosso cotidiano com as
ideias de paralelismo, perpendicularismo, congruéncia, semelhanca, proporcionalidade,
medicdo (comprimento, area, volume), simetria: seja pelo visual (formas), seja pelo uso no

lazer, na profissdo, na comunidade oral, cotidianamente estamos envolvidos com a Geometria.

RESULTADOS E DISCUSSAO

Esse trabalho teve por intuito:

e Apontar a relagdo do homem com a simetria ao longo da histéria e apresentar uma forma
dindmica para estudar esse conceito por meio das obras de Escher, que brilhantemente construia
tesselacdes com figuras congruentes relacionadas entre si por meio de reflexdes, rotagoes,

translacdes ou reflexdes deslizantes;
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e Destacar que o uso dessas transformacdes isométricas no plano pode ser instrumento valioso
como auxilio para a construcéo dos graficos das fungdes matematicas.

As davidas foram sendo dirimidas ao longo da pratica e os conceitos equivocados sendo

esclarecidos, mas sempre estimulando a autonomia dos alunos por meio de questionamentos,

evitando dar respostas prontas para suas duvidas.

ApoOs a tesselagdo completa, surgiram trabalhos interessantes, uma vez que tanto os

professores quanto os alunos tiveram a liberdade de criar os desenhos de acordo com suas
caracteristicas, mas levando em conta as transformacdes isométricas.

Um dos trabalhos foi esse:

A partir de um quadrado, usando a isometria de translagédo
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Pode-se obter essa tesselacao: Ou essa, com uma rotagéo de 90°:

CONSIDERACOES FINAIS

e A geometria permite uma leitura de mundo, por meio de relacfes que podem ser construidas
entre o espaco e o individuo

e Estaareado conhecimento é de grande valor para a formacéo do individuo por ela estar presente
nas mais variadas situacdes da vida cotidiana, como na natureza, nos objetos que em utilizamos,
nas construgdes e nas artes.

e Nosso interesse esteve voltado para as simetrias no ensino de Geometria: no estudo do espaco
fisico e dos entes geométricos para desenvolver habilidades de percepcédo e criacéo.

e O entendimento das propriedades dessas transformacGes geométricas pode ser muito
importante como auxilio ao estudo das funges matematicas, notadamente na sua representacéo
por meio de gréficos cartesianos

e Aliar Matematica e Arte para ensinar Geometria, “ talvez” direcione novas visdes da disciplina,

deixando as aulas mais ousadas, mais criativas mais intrigantes!
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