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APRENDIZAGEM SIGNIFICATIVA: APLICACAO DE
ALGEBRA LINEAR NA MECANICA QUANTICA

Alberes Lopes de Lima?

RESUMO

O objetivo do presente trabalho é demonstrar quao frutifero é o processo de
ensino-aprendizagem no contexto de interdisciplinaridade. Dentre os topicos
abordados na disciplina de Algebra Linear, a presente investigacdo aborda o
estudo de operadores, autovalores e autovetores. Tratam-se de elementos for-
temente abordados na Fisica e, de modo fundamental, na Mecanica Quantica.
A resolugao da equacgao de Schroédinger envolve uma equacao de autovalores,
resultando na obtencao de autovetores associados, os quais, quando devida-
mente normalizados, representam os autoestados do sistema fisico. Estados
quanticos sao descritos por autoestados, que nada mais sao do que autove-
tores no espacgo de Hilbert. Neste trabalho, utilizando operadores invariantes
lineares, encontram-se autovalores e autovetores que resultam nas solucdes
exatas da equacao de Schrédinger para o oscilador harmdnico dependente
do tempo de Caldirola-Kanai. Foi possivel, com isso, a obtencao de resultados
fisicos, aplicando-se conceitos matematicos, o que demonstra que, sempre
que possivel, € importante mostrar que, apesar do necessario formalismo,
aspectos praticos da disciplina podem tornar mais facil seu aprendizado. Na
presente investigagao, encontrou-se a solucao da equagao de Schrodinger
em termos das solugdes de uma equacdo diferencial de segunda ordem que

descreve a amplitude de um oscilador harménico dependente do tempo de

1 Professor EBTT do Colégio Militar do Recife, prof.alberes@gmail.com;
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Caldirola-Kanai. Foram também construidas solugdes na forma de pacotes
de onda Gaussianos. Essa abordagem permite uma analise mais clara e direta
das propriedades fisicas do sistema, posto que os estados de pacotes gaus-
sianos sao muito comuns e gque os valores esperados das quantidades fisicas
nesses estados sdo, em principio, facilmente calculaveis.

Palavras-chave: Interdisciplinaridade, Oscilador harmoénico, Equagao de
Schrodinger.
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INTRODUCAO

A politica educacional brasileira viveu durante os anos 1960 um
periodo de muita turbuléncia. Foi nesse periodo que intensos debates
foram desdobrados visando uma reforma universitaria (Romanelli, 2001).
Todavia, cumpre destacar que o contexto histdrico dessa década, muito
conturbado e guiado por um forte viés ideoldgico, de certa forma guiou a
discussdo para uma orientagao de insercao do pais na esfera de controle
do capital internacional (Romanelli, 2001).

A definicdo do modelo educacional universitario foi estabelecida pela
Lei 5.540, de 28 de novembro de 1968, e o Decreto-Lei n°. 464, de 11 de
fevereiro de 1969. Com relacdo aos cursos de graduacgao, ficou estabele-
cido que:

Os cursos de graduacao compdem-se de:

1. Um ciclo basico, comum, para areas afins, visando a:

b. recuperagdo de insuficiéncias evidenciadas pelo concurso
vestibular, na formacéao de alunos;

c. orientagdo para a escolha da carreira;
d. realizagdo de estudos basicos para ciclos ulteriores.

5. Um ciclo profissional, composto, por sua vez, de cursos de
curta duracao e de cursos de longa duracao, ja explicitos
anteriormente (Romanelli, 2001, p.228-229).

Uma das modificagdes ocorridas em consequéncia dessa nova legis-
lacdo foi com relagao ao vestibular, que deixou de ser por curso e passou
a ser unificado, por universidade e por regido.

Os cursos de Matematica, nos anos 1940, possuiam duracdo de trés
anos e se constituiam basicamente das seguintes disciplinas: Geometria
(analitica e projetiva), Calculo vetorial, Analise Matematica, Fisica geral
e experimental, Analise matematica e Mecanica racional. A énfase era
na formacao de bachareis, cientistas, e, em segundo plano, professores.
Provavelmente veio dessa época certo preconceito que os egressos da

Matematica conhecem bem.
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Nos anos 1960, o curso de Matematica passou a ter duragao de quatro
anos, no modelo 3+1. A nova grade curricular introduzia novas disciplinas,
além das ja em curso. As disciplinas, basicamente, englobavam Calculo
diferencial e integral, Fundamentos de matematica elementar, Desenho
geomeétrica, Geometria analitica, Geometria descritiva, Desenho geomé-
trico, Algebra , Fisica geral e Calculo numérico.

Observando essas informacdes, é facil ver que algumas disciplina que
hoje fazem parte do curriculo de Matematica nao estavam incluidas na
formacgdao universitaria. A necessidade de formagdo de um ciclo basico,
imposta pela reforma universitaria de 1968, exigiu a elaboragcdo de um
curriculo geral para a area de Ciéncias Exatas e da Natureza, e de um mais
especifico, voltado para o ciclo profissional.

No contexto dessa reforma, foi implantado também o sistema de cré-
ditos, compulsoriamente em todas as universidades federais. Para que as
instituicdes particulares também adotassem esse modelo, segundo Frau-
ches (2011), o Conselho Federal de Educacao “obrigava (‘recomendava’)
as instituicdes particulares a implantarem o mesmo regime, nos proces-
sos de autorizagao ou reconhecimento de cursos”. De acordo ainda com
ele (Frauches, 2011),

Aquela época, vigorava o regime seriado anual, rigido, infle-
xivel. A matricula por disciplina, por semestre, veio oxigenar
0 ensino superior, permitindo que o aluno compusesse o seu
préprio curriculo, obedecidos os pré-requisitos, e controlasse
o ritmo ou tempo de integralizacao curricular. Os mais lentos
poderiam cursar duas ou trés disciplinas no semestre; os mais
rapidos e/ou competentes, cinco, sete, oito.

Dentre as disciplinas que compdem a formacgdo de um professor de
Matematica, Algebra Linear se constitui num dos pilares do conhecimento.
Todavia, seu ensino, em termos como conhecemos hoje, popularizou-se
em Nnosso pais apenas nos anos 1970, quando estudantes de Ciéncias e
Engenharia passaram a estuda-la como uma disciplina autdnoma. Antes,
era comum o conteudo dessa disciplina vir inserido, de forma suplemen-

tar, por exemplo, na disciplina de Calculo (Kaplan e Lewis (1972) ou Lang

*PN < B3



Q > CON E D I\' Ensino de Ciéncias (Vol. 4)

ISBN: 978-65-5222-072-1

(1972), por exemplo) ou associada a Geometria Analitica (vide Santos
(1972), Carvalho (1975) ou Leithold (1977)).

As primeiras versdes de livros didaticos especificos de Algebra Linear
adotados no pais foram traducdes de textos que apresentavam versoes
muitos formais da disciplina. Autores como Lang (1971) e Hoffman e Kunze
(1971) ganharam notoriedade com seus livros que, naquele momento,
refletiam uma tendéncia no ensino de Algebra Linear.

Cumpre destacar, entretanto, que os livros citados no paragrafo
anterior eram recomendados para o terceiro ano de uma graduagao em
Matematica. Entretanto, algumas universidades no Brasil, ofereciam a
disciplina de Algebra Linear ja no primeiro ano dos cursos. Ou seja, livros
indicados para o ciclo profissional do curso de Matematica, que, além de
exigir uma maturidade académica do estudante, focavam em aspectos
teodricos, esquecendo de aplicagdes necessarias para o aprendizado do
ciclo basico, eram adotados no inicio do curso para estudantes de Mate-
matica e de areas afins, num nivel que exarcebava o nivel de compreensido
do graduando naguele momento.

Isso levou os professores a se preocuparem em produzir um material
didatico mais acessivel ao jovem estudante e, de certa forma, apresen-
tando um formalismo robusto, porém num texto menos abstrato, de
modo a que o aluno tivesse acesso a uma compreensao razoavelmente
adequada ao seu nivel de maturidade, sem leva-lo a exaustao. Nessa
linha, podem ser destacados os livros de Carvalho (1974) e Gongalves e
Souza (1977).

Porém, faltava ainda a esses livros o feeling do professor, aquela
esséncia epistemoldgica que exige uma abordagem diferente da disci-
plina, ou seja, menos abstrata e que mostre como podem ser utilizados os
conceitos basicos. Urgia a necessidade de um texto que ao mesmo tempo
em que apresentava tratamento de certo modo razoavelmente rigoroso,
era capaz de responder a pergunta: qual a aplicagdo concreta do que foi
aprendido? Afinal de contas, a Algebra Linear esta presente em aplica-

coes na Fisica, na Engenharia, na
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Programacao Linear, dentre outras areas e esta conexao deve ser
mostrada ao estudante. Nessa proposta, surgiram experiéncias de varios
pesquisadores em universidades brasileiras, notadamente Boldrini, Costa,
Figueiredo e Wetzler (1980), e Winterle e Steinbruch (1987) e Callioli,
Domingues e Costa (1987). Esses autores, sempre que possivel, ilustraram
0s conceitos associando-os a espagos vetoriais de duas e trés dimensoes,
matrizes, polinbmios e elementos conhecidos previamente pelos gra-
duandos, facilitando, assim, a compreensao da disciplina.

Dentre os topicos abordados na disciplina de Algebra Linear, o pre-
sente aborda aborda o estudo de operadores, autovalores e autovetores.
Trata-se de elementos fortemente abordados na Fisica e, de modo funda-
mental, na Mecanica Quantica. A resolugao da equacgao de Schrodinger,
por exemplo, envolve uma equagao de autovalores, utilizando um ope-
rador adequado, resultando na obtencao de autovetores associados, os
quais, quando devidamente normalizados, representam os autoestados
do sistema fisico. Estados quanticos sdo descritos por autoestados, que
nada mais sao do que autovetores no espacgo de Hilbert.

Neste trabalho, pretende-se descrever uma aplicagcao de conceitos
aprendidos nos cursos de Algebra Linear conectados & Fisica, em especial
a Mecanica Quantica. O problema a ser tratado € o oscilador de Caldirola-
-Kanai que se caracteriza basicamente por um sistema de massa variavel
com o tempo.

A proposta com essa aplicagao € tornar a aprendizagem de opera-
dores, autovalores e autovetores mais significativa, no sentido de que se
trata de um processo no qual uma nova informacdo se relaciona com um
aspecto relevante da estrutura de conhecimento do individuo (Moreira,
2022). Uma aprendizagem significativa ocorre quando uma nova infor-
macao (problema do oscilador harmonico) € ancorada em conceitos ou
proposi¢cdes relevantes, preexistentes na estrutura cognitiva do aprendiz
(dlgebra de operadores).

A teoria de aprendizagem significativa (conceitos e ideias) foi pro-

posta por David Ausubel (1918-2008). Para ele, o fator que mais influencia
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a aprendizagem € aquilo que o aluno ja sabe. “Novas ideias e informagodes
podem ser aprendidas e retidas na medida em que conceitos relevan-
tes e inclusivos estejam adequadamente claros e disponiveis na estrutura
cognitiva do individuo, funcionando, dessa forma, como ponto de anco-

ragem as novas ideias e conceitos” (Moreira, 2022, p.140).
O PROBLEMA DO OSCILADOR DE CALDIROLA-KANAI

A teoria quantica teve sua origem no dia 14 de dezembro de 1900,
guando Max Planck (1858-1947) apresentou a Sociedade Alema de Fisica
o conceito de quantizagcao que resolveu o problema de radiagao do corpo
negro. De acordo com esse conceito, ele propds a hipotese de que qual-
quer sistema fisico que execute oscilagcdes harmobnicas simples pode
possuir apenas valores discretos de energia, multiplas de hf, onde h é a
constante de Planck e f representa a frequéncia caracteristica da oscila-
cao.

Durante o primeiro quarto do século passado, a hipotese de Planck foi
utilizada com sucesso para explicar fendmenos como o efeito fotoelétrico
e o modelo atdmico. Porém, exigia-se um fundamento tedrico que emba-
sasse a teoria quantica. Ele fundamento surgiu a partir de 1925, gracas
aos trabalhos de Werner Heisenberg (1901-1976), Max Born (1882-1970),
Pascoal Jordan (1902-1980) e Erwin Schrodinger (18878-1961).

Heisenberg era assistente de Max Born quando, ao lado deste e de
Jordan, estabeleceu as bases da formulacdo matricial da Mecanica Quan-
tica, em 1925. Dois anos depois, publicou seu célebre artigo acerca do
Principio da incerteza, que leva seu nome. Devido a ndo comutatividade
de grandezas, como a posicdo e 0 momento, na teoria quantica, diferente
do que acontece na Fisica classica, € impossivel conhecer-se ao mesmo
tempo as duas. Isso criou dificuldades conceituais as concepgodes intrinse-
cas na doutrina do determinismo classico (Rocha, 2002).

Em 1926, inspirado em analogias matematicas, Schrédinger encon-

trou a tdo cobrada equacgao de onda nao relativistica para o elétron e, em
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seguida, deu aquela onda um carater corpuscular, concordando com a
dualidade onda-particula, proposta alguns anos antes por Louis de Broglie
(1892-1987) e comprovada experimentalmente, em 1927, independen-
temente, pelos fisicos norte-americanos Clinton J. Davisson (1881-1958) e
Laster H. Germer (1896-1971), ingleses George P. Thomson (1892-1975) e
Alexander Reid?, e pelo fisico russo P. S. Tartakovski (Rocha, 2002).

Em geral, o que se faz ao procurar descrever um sistema fisico do
ponto de vista da Mecanica Quantica, €, na formulacdo ondulatdria, resol-

ver a equacgao de Schrodinger correspondente

\_ep O gl

utilizando uma forma particular para o operador Hamiltoniano H, um
operador cujo observavel corresponde a energia total do sistema, o qual
representa a versao de operador da fungdo Hamiltoniana da Mecanica
Classica.

Na Mecanica Quantica, observavel € uma grandeza que pode ser
medida. A energia de um sistema, a polarizacdo linear de um féton e o
momento angular sdo exemplos de observaveis. A condigcao necessaria de
observabilidade € que o resultado da observagao seja um numero real. Ou
seja, sendo O um operador de um observavel, sua aplicagao num autove-
tor |® ), resulta num autovalor A real (O|® J=A|® )).

Dentre os sistemas fisicos mais estudados, destaca-se o oscilador har-
monico quantico. O grande interesse nesse tema deve-se ao fato de que
sua equacao de Schrodinger correspondente € exatamente soluvel e tem
aplicagdes em quase todas as areas da Fisica. As vibragdes dos atomos nos
solidos e circuitos elétricos, vibragdes elasticas em membranas e vibragdes
de moléculas do ar sdo apenas alguns exemplos de sua manifestagao.
Neste trabalho, estuda-se osciladores harménicos que possuem parame-
tros dependentes do tempo, no caso, a massa. Em geral, observa-se que

solugdes da equacgao de Schrodinger com Hamiltonianos dependentes

2 Reid era aluno de pds-graduagao de Thomson e realizou os experimentos iniciais, mas sua
morte precoce o impediu de compartilhar o reconhecimento.
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explicitamente do tempo sao possiveis apenas para situagdes particulares
e, hormalmente, sao dificeis de serem obtidas.

Todavia, devido a importancia crucial que o oscilador harmonico tem
desempenhado na descricao de fendmenos fisicos em diversas areas, ndo
se pode abster de investigar osciladores harmonicos que tém dependén-
cia com o tempo. Uma pesquisa de interesse no contexto da Mecanica
Quantica foi desenvolvida, num tratamento fenomenoldgico, para siste-
mas dissipativos (considerando massa variavel), sob a hipdtese de forcas
nao-conservativas, independentemente por Caldirola (1941, 1943) e Kanai
(1948), que introduziram no estudo de sistemas nao-conservativos um
Hamiltoniano dependente do tempo para descrever um oscilador harmé-
nico amortecido. O Hamiltoniano em questao passou a ser conhecido na
literatura cientifica como Hamiltoniano de Caldirola-Kanai.

No entanto, esta descricdo trouxe dificuldades de carater conceitual,
como, porexemplo, aviolagao do principio daincerteza. Porem, Greenberg
(1979) removeu tal dificuldade afirmando que o referido Hamiltoniano em
verdade descreve um oscilador com frequéncia angular constante, mas
Cuja massa cresce exponencialmente com o tempo. Assim, a introdugao
de uma massa variavel m(t)=m_e", na qual m, e r representam constantes
positivas e t € o tempo, remove a violagao do principio da incerteza. Esse
argumento pode ser compreendido na idealizacao feita por Ray (1979),
na qual é exibido um modelo em que um balde pendurado por um fio
de massa desprezivel oscilava harmonicamente sob uma chuva e a agua
da chuva ao cair dentro do balde aumentava sua massa. Supondo que o
incremento de massa com o tempo variasse com a expressao acima, ele
mostrou que o Hamiltoniano nao descrevia um sistema com dissipacao,
mas sim um sistema de massa m (t )=m ert, gue se move num potencial
mertV(x).

Lewis Jr. e Riesenfeld (1969) dirigiram sua atengado para a resolugdo
de problemas em

mecanica quantica concernentes a osciladores harmoénicos depen-

dentes do tempo utilizando uma classe de operadores invariantes exatos.
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O meétodo idealizado por estes autores tornou-se um dos mais tipicos e
poderosos para encontrar estados quanticos de sistemas Hamiltonianos
dependentes do tempo. Ele tem como base uma relagao entre autoes-
tados de um operador invariante e solugdes da equagao de Schrédinger
correspondente. Assim, operadores invariantes lineares, a luz do método
de invariantes dinamicos, sao utilizados para encontrar solugdes exatas
da equagao de Schrédinger para um oscilador harmdnico dependente do
tempo do tipo Caldirola-Kanai em termos das solugdes de uma equagao
diferencial de segunda ordem que descreve a amplitude de um oscilador

harmonico amortecido ndo-forcado.
APLICACAO DO METODO

Um oscilador harménico unidimensional ndo-forcado dependente do
tempo do tipo Caldirola-Kanai pode ser descrito por um operador Hamil-

toniano H(t) dado por

i 2

me @y 2

Hie|=—P s 2)
0 2me" 2 1

no qual q e p representam, respectivamente, o operador coordenada e o
operador momento canonicamente conjugados, satisfazendo a relagdo

usual de comutacao [ p, gl=-ih.

Uma representagcdao em Mecanica Quantica consiste em escolher
uma base |vi ) (que seja um conjunto completo ortonormal) e represen-
tar o autoestado |® ) nessa base, com os coeficientes de expanséo ci, de

f . |¢":-=">_‘c|v ]
modo que o autoestado seja dado por: =il

Se a base escolhida for a base dos autovetores de g (base dos autove-
tores do operador posi¢cao), entdao estamos diante de uma representagao

das coordenadas. Essa base serd denotada por |qg . Na representacdo das

. 0
coordenadas (|g ), o operador p=—iﬁa. . Desse modo, o comutador
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I ! | : 5 a . 'a .
\p.gle=|pq-qple=-ifig- iﬁqa—qw!ﬁqa—qF ~ifip

permite que se conclua a relagao: [ p, ql=-ih.

A funcdao real dependente do tempo M (t )= me™ representa, na equa-
¢cao (02), a massa (positiva) e w0, a frequéncia natural de oscilacdo. Deve-se
salientar que como M (t )= me" representa uma funcdo real do tempo,
garante-se que H (t) seja Hermitiano em qualquer instante de tempo t.

Um operador H é dito ser Hermitiano ou autoadjunto se satisfizer a
condi¢ao H =Ht, isto &, seja igual ao seu adjunto. Uma grandeza observavel
€ representada por um operador desse tipo. Os autovalores de operadores
Hermitianos (possiveis valores das observagdes do operador H) sao todos
sempre reais. Além disso, os autoestados correspondentes a diferentes
autovalores, serdo ortogonais entre si, formando, portanto um conjunto
completo. Desse modo, o valor esperado para todas as fungdes de onda
admissiveis sera sempre real. Por isso, € importante que essa condigcao
seja satisfeita pelo operador Hamiltoniano.

A evolugcao temporal do vetor de estado ¥ (g, t) que representa o
sistema descrito pelo Hamiltoniano (02) deve obedecer a equagao de
Schroédinger

iﬁ% ¥|q,t|=H(t)P|q.t| (3)

A ideia é encontrar um operador Hermitiano nao-trivial I(t) que satis-

faca a equacéo

dilel 1., a1 oIt
sl —_— 4
ar M_II_I.I,HI_I,_+ 3t 0 (4)

Se tal invariante existir e se ele nao contiver operadores com deriva-
das temporais (isto quer dizer que, nesse caso, a equagao (04) mostra que
[/(t), H(t)]=0,ou seja, I(t) e H(t) comutam entre si, o que significa que os
autoestados de I(t) também serdo autoestados de H(t)), a condicdo acima

permite construir solugdes da equacdo de Schrodinger (03) na forma
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¥, (q.t|=e™"®,(q.t] (5)

na qual @A (g ,t ) representa um autoestado de I(t) com autovalor
independente do tempo A e pA (t ) € uma fungao de fase que pode ser

calculada através da relagao

’
':I ®,(q.1]

-

| dt H,r,]

d | )
A= ¢u'.q,!.'l.' (6)

Assim, seguindo o método do invariante dinamico (Lewis Jr. ; Riesen-
feld, 1969), assume-se a existéncia de um operador invariante linear I(t)
na forma

It|=alt)g+Bit) p+ylt) 7)

no qual a, B e y sao fungdes reais dependentes do tempo a serem deter-
minadas. O fato de exigir que tais funcdes sejam reais é simplesmente
para garantir que o operador I(t) seja Hermitiano, garantindo, desse modo,
qgue seus autovalores A sejam todos reais. Assim, existira um conjunto
completo de autoestados do mesmo.

Substituindo a expressao dada em (07) na equacao (04), tem-se que

I(t) deve satisfazer a equacao

Ie|=altlg+alt|q+Blt|p+Ble|p+yle)=0, (8)

onde os pontos sobre as respectivas fungdes indicam suas derivadas com

respeito ao tempo. Por outro lado, da equacao (02), tem-se que?

| __8H_ p
q==—="7
6P me
{ 9)
':—_aH:mE"m :
p 3q o4

Desse modo, substituindo as equacdes (09) na equacao (08), perce-

be-se que
3 Convém destacar que as relagoes; q:ﬂe p= —dH sdo ja conhecidas do estudo de Meca-
nica Classica, . .& . . o4
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alt|=Bltime" w,"
-ﬁlrllz
o me"

ilt]=0

alt)

Combinando as trés equagdes (10), considerando-se, por conveniéncia

que y (t)=0, chega-se a solu¢ao do problema:
fi:t:+rﬁ|_r:l+mnzﬁl:t_|=ﬂ (11)
Do exposto acima, uma vez que seja determinada a fungao B(t) pela
resolucdo da equacdo (11), a funcdo a(t) podera ser obtida diretamente,

a partir da equacgao (10). Portanto, conhecendo a expressao para p(t), o

operador invariante linear I(t) podera ser escrito na forma
Ilt|=p[t|p-me" Bltlg (12)
O passo seguinte € encontrar os autoestados de I(t). Estes autoestados

formam um conjunto completo continuo cujos autovalores independen-

tes do tempo A constituem solugdes da equagao

It)|l®,)=2®,) (13)

satisfazendo a relagdo de ortonormalizagao

(®|®,)=d8(2-1] (14)

Substituindo a expressao do operador invariante, dada pela equacao

Yy O
(12), na equacao (13) e substituindo-se P:—Iﬁa—q tem-se a equacao de
autovalores, que, apos integragao

ime"Blt) . i |

&, | =C - -
119,t/=Cexp PYTIC +?‘:-,B.r_|qj (15)
com C (constante de integragao) dada por
C=y—
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Para encontrar a fungao de onda, é preciso ainda encontrar a expres-
sdo das funcdes de fase. Este procedimento é realizado calculando os
elementos de matriz do lado direito da equacao (05). Feito isto, chega-se

a expressao para a fungao de fase dada a seguir

)= _51” 2 (17)
com
L dr
hltl=] T (18)

Portanto, pode-se escrever as solu¢gdes da equagao de Schrodinger

(03) como

T =fe gy, emepl |
2ﬂﬁ3|:r:|EIPlI 25 ThE

19
mpl " 2hpl) || (19

o
T,.,llq,rll=1.|

RESULTADOS E DISCUSSAO

A seguir, podem ser construidas solugdes para a equagao de Schro-
dinger (03) do tipo pacote de ondas Gaussiano. Para tal propdsito, deve-se

considerar uma fungao peso gaussiana dada pela seguinte expressao:

.l Ja I'T"'-x'l
glaj I e . (20)
(2n)*

na qual a € uma constante positiva. Assim, inserindo as equagoes (19)
e (20) na solucao geral da equacao de Schrodinger (03), a qual é escrita

como

EF‘l:q,r]:_[ glA|P,|q,t]dA (21)

Pode-se resolver a integral (21) em dA e, finalmente, escrever a funcao

de onda do pacote gaussiano como segue:
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i 1 ) ) .
lp|.q.t:=(2_.-?:[|}4E|clr|e|-.l,rhmll:l_q‘ (22)

na qual foram definidas as seguintes funcgoes:

1

Alt)= - : —
I 4fltl ], (23)
Bl a’ 1+—2—
vl ﬁ?ﬂ-l-
Alt)= 1 e
. 4filt] ]|, (24)
Btk a’ 1+—2
vl ﬁ?a-l-
e
1 27
C[E_I—ztﬂn e (25)

Da equacao (22), é possivel calcular a densidade de probabilidade
dependente do tempo associada a esse pacote Gaussiano. Ela é também
Gaussiana para um tempo qualquer. Sua expressao é dada por

1 e 7

ig,tl=|¥g,tf =——————
pla.t)=|®lq.e| Trol o
A abordagem utilizada neste artigo apresenta algumas vantagens

quando comparada a outros métodos apresentados na literatura. Dentre
estas, podemos destacar as seguintes:

a. ela nos permite encontrar a funcdo de onda diretamente, posto
que o operador invariante linear é facilmente diagonalizavel;

b. uma vez conhecidas as solu¢des do oscilador harmdnico de Cal-
dirola-Kanai, a funcdo de onda fica completamente determinada;

c. afuncao de onda obtida permite que se obtenha solucdes do tipo
pacote de ondas gaussiano de maneira mais facil do que se fos-
sem utilizados outros métodos;
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d. essa abordagem permite uma analise mais clara e direta das pro-
priedades fisicas do sistema, uma vez que os pacotes de onda
gaussianos sao muito comuns e que os valores esperados das
quantidades fisicas nesses estado sdo, em principio, facilmente

calculaveis.
CONSIDERAC()ES FINAIS

Na presente investigagao, encontrou-se a solugcao da equacgao de
Schrédinger em termos das solugdes de uma equacdo diferencial de
segunda ordem que descreve a amplitude de um oscilador harmonico
amortecido dependente do tempo de Caldirola-Kanai. Foram também
construidas solu¢des na forma de pacotes de onda Gaussianos. Essa abor-
dagem permite uma analise mais clara e direta das propriedades fisicas do
sistema, posto que os estados de pacotes gaussianos sao muito comuns e
que os valores esperados das quantidades fisicas nesses estados sdo, em
principio, facilmente calculaveis.

Pretendeu-se, utilizando a conexdo da Matematica com a Fisica, ilus-
trar uma aplicacdo de elementos importantes da Algebra Linear, dentre
eles operadores, autovalores e autovetores. Sempre que possivel € impor-
tante mostrar para o estudante que, apesar do necessario formalismo,
aspectos praticos da disciplina podem tornar mais facil seu aprendizado.

Destaca-se, por exemplo, o conceito de hermeticidade. Conceituar
um operador Hermitiano ou autoadjunto do ponto de vista formal requer
muita abstragcdao do estudante. Porém, mostrar exemplos de operadores
que satisfazem essa condi¢cao e, melhor ainda, apresentar suas conse-
guéncias torna o aprendizado mais dinamico.

Outra observagao que pode ser feita é sobre a oportunidade de esti-
mular o estudante a aprender Matematica de uma forma mais dinamica,
sem, entretanto, deixar de utilizar o rigor adequado. Para que ocorra

uma aprendizagem significativa, € importante destacar, o material a ser
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aprendido deve ser relacionavel (ou incorporavel) a estrutura cognitiva do
aprendiz de maneira nao arbitraria e nao literal.

Deve-se ter o cuidado, porém, de nao desviar o tema de estudo.
Conexdes como esta devem ser feitas, mas ndo se pode criar uma dis-
tracdo. A presenca de aplicagdes reflete uma abordagem que suaviza a
aprendizagem apenas formal e abstrata, mas se trata de um comple-
mento, ou suplemento, ao conhecimento basico que deve ser adquirido
pelo estudante de Matematica. De uma maneira concisa, o processo de
aprendizagem significativa segue a “teoria de assimilagdo” proposta por
Ausubel: o aprendiz recebe uma nova informagao potencialmente signi-
ficativa (no caso, a aplicacao, por exemplo), relaciona-a com um conceito
subsungor existente na estrutura cognitiva (algebra de operadores) e,
nessa interacdo, um conceito ou proposicdo potenciamente significativo

é assimilado.
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